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Chapitre 1

Introduction

1.1 L’équation des ondes scalaires 1D

1.1.1 Un systéeme masses-ressorts 1D

Dans cette section, nous considérons un systeme de masses reliées par des
ressorts. Nous montrons que leur dynamique est gouvernée par 1’équation des
ondes scalaires 1D lorsque le nombre de masses est grand.

On considere un systeme de [ ressorts et de / — 1 masses mobiles se déplagant
horizontalement le long d’une tige, voir Figurel.1. La tige a pour longueur L. Les
mobiles ont tous la méme masse m. Ils sont numérotés de gauche a droite par ¢
allantde 1 & I — 1. Les ressort ont tous méme coefficient de raideur k et longueur
a vide h = 1/1. Les ressorts sont eux aussi numérotés de gauche a droite par ¢
allant de 1 a /. La masse 7 est reliée a gauche au ressort ¢ et a droite au ressort
1+ 1. Le ressort 1 est fixé par sa gauche en x = 0. Le ressort N + 1 est fixé par sa
droite en x = L.

+ et 4 points de fixation
m mobiles ponctuels de masse m
—— ressorts de longueur a vide h et de raideur £

H HOH HOH HOH HOH HOH H
r=0 h | ih | | L
1= 0 1 l 1

FIGURE 1.1 — Le systeme masses-ressorts a 1’équilibre



écart a la position d’équilibre
+ et 4 points de fixation
=] mobiles ponctuels de masse m
—— ressorts de longueur a vide h et de raideur £

FIGURE 1.2 — Le systeme masses-ressorts hors équilibre

Position d’équilibre. A 1’équilibre, la masse 7 est au repos a la position z; =
1h. Dans cette configuration les ressorts n’exercent aucune force sur les masses.

La dynamique. On note z;+u! (t) la position de la masse 7 au cours du temps.
Les u!(t) sont les écarts a la position d’équilibre de la masse i. On introduit la
convention u}(t) = 0 et uk(t) = 0. L’exposant [ précise simplement qu’il s’agit
du systeme a / masses et nous permettra dans la suite de passer a la limite sur le
nombre de masses.

On note d’autre part h+/¢;(t) la longueur du ressort i out /;(t) est I’allongement
du ressort. Il est donné en fonction des u;(t) par

Ci(t) = wi () —ui_y (¢). (1.1)

Effectuons le bilan des forces extérieures. Il s’exerce sur la masse ¢ les forces
extérieures suivantes :
— la force exercée par le ressort ¢ sur la masse ¢ dont la composante suivant
x est donnée par

Fii = —k bi(t) = =k ul(t) + kul_(¢). (12)
— la force exercée par le ressort ¢ + 1 sur la masse ¢
Fisi=klg(t) =kul (t) —kul(t). (1.3)
Le principe fondamental de la dynamique s’écrit

miil (t) = kuj_,(t) — 2ku (t) + kul 4 (), Vi€ [1,1-1]. (1.4)
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On obtient donc le systeéme

)
ug(t) =0,
mii] (t) = k(ufy;(t) — 2uf(t) +ul (1), Vie[l,1-1], (1.5)
ul(t) = 0.

\

qui est équipé de deux conditions initiales
w;(0) = U; et v;(0) = V; pourtoutl <i<J—1. (1.6)

Passage a la limite sur le nombre de masses. Nous allons maintenant considérer
un systeme masses-ressorts constitué d’un grand nombre de masse. Nous introdui-
sons la fonction u(x, t) continue et affine par morceaux dont les valeurs nodales
sont données par

u’(z;,t) = u! pouri € [0, I]. (1.7)

Notre but est alors de passer a la limite sur le nombre de masses

u(x,t) = lim u’(x,1). (1.8)

I—+o0

Ceci nous permettra d’approcher, pour I grand, u! (¢) par u(%, ).

Afin de pouvoir passer a la limite, il nous faut donner la dépendance de £ et
m en fonction de h = 1/I. Elle est basée sur deux considérations physiques :
D’apres les lois de comportement des matériaux, en coupant un ressort en deux
on multiplie par deux son coefficient de raideur. C’est pourquoi on suppose que
pour h petit le coefficient de raideur admet la forme k = k—,f Afin d’imposer une
masse totale du systeme constante on suppose aussi que m = mg h. On aboutit
au systeme :

;

i;(t) = %u”im - 2“;9 il ui‘l(t), Vie[1,1-1]. (1.9)
0

U[(t) =0

\



La théorie des différence finies, nous permet de voir que v/ admet pour limite u
qui vérifie I’équation des ondes scalaires, appelée aussi équation de d’Alem-
bert,

u(0,t) =0, pourt >0,

0? o2
8_;;(377t) - 028—;;(56,15) =0, pourz€[0,L]ett >0, (1.10)

u(L,t) =0, pourt >0,

\

avec ¢ > () la vitesse de propagation de 1’ondes qui est donnée par

2 _ ko

C .
mo

(1.11)

1.1.2 Résolution analytique de I’équation de d’Alembert
Nous résolvons ici I’équation d’ondes
1
gafu(x,t) — O%u(z,t) = f(x,t), pourz € Rett>0 (1.12)
munie des conditions initiales
u(z,0) =ug(x) et Ou(x,0)=wuy(z) pourz € R. (1.13)

avec un terme source f € D(R® x R, ) et des conditions initiales ug and u; €
D(R?).

Pour déterminer une solution analytique de ce probleme, on pose le changement
de variables

X=x+ct r =X

ou de maniere équivalente (1.14)

Y =x—ct y =X

On introduit aussi les représentants de u et f dans ces nouvelles coordonnées

UX,Y) = u(z,y) et FX,)Y) = f(z,y) (1.15)



D’apres la regle de la chalne, on a :

ou 0X oU oYy oU 0 0
—(z,t) = —==(X,Y ——(X)Y) = (== — JU(X,Y).
500 = G ax OV + o (X0Y) = (55 + g5 )l ’(1)16)
En répétant le raisonnement, on obtient
0%u 0 0 \2
— () = (== + = X, Y 1.17
52 &) (8X+8Y> Ux.Y) (417
De méme, on a
ou 0X oU Y oU 0 0
— = ———(X,Y ——=X)Y) = cl=—= - = |UX,Y
5t @0 = Grax0Y) + GrapOy) = (55 - g )UKy
(1.18)
° 02 0 0 \2
u _ . ( 0 0
5 (x,t) = ¢ <8X 8Y> u(z,t) (1.19)
Dans ces nouvelles coordonnées, 1’équation de d’ Alembert s’écrit :
0 0 \2 0 0 \2
— = — XY)— =+ = X, Y)=FX,Y). 1.2
(5% ~av) V) = (55 + gy) VXY = FIXY). (120)
Ceci se simplifie en :
02U
—4m(X, Y)=F(X,Y). (1.21)
Nous agissons par linéarité.
Traitons d’abord le cas ou F'(X,Y) =0.0On a
82—U(X Y)=0 (1.22)
oxoy T '
y . . Ou
Nous intégrons tout d’abord par rapport a X . La fonction F% est donc une constante
en X c’est a dire une fonction de Y
ou
—(X,Y) =w(Y). 1.2
S (X Y) = w(Y) (1.23

On integre alors cette fonction par rapport a Y. Nous notons w. une primitive de
w. La fonction U (X, Y") est donnée par

UX,)Y)=u_(X)+us(Y). (1.24)



avec u_ une fonction de X, c’est a dire une constante en Y. Nous avons donc
obtenu
u(z,t) = uy(z —ct) + u_(x + ct). (1.25)

La fonction u est décomposée en deux termes. Le premier u est un terme pro-
pagatif dans le sens x croissant se déplacant a la vitesse c. Le second u_ est un
terme propagatif dans le sens x décroissant se déplagant a la vitesse —c.

Pour déterminer u . et u_, nous utilisons les conditions aux limites

up () +u_(x) =up(x) et —cu (z)+cu(z)=wu(z). (1.26)

En intégrant la deuxieme inégalité,, on obtient

—cuy () + cu_(z) = /x uy(s)ds + C. (1.27)
1 /[ C
uy(r) = uoéx) - 2—0/ 1(s)ds — 2%’
- (1.28)

up(z) 1 [° C
_ = -_— d -~ .
u_(x) 5 +2C/Oou1(s) S+20
En formant la somme u(z,t) = u, (z — ct) + u_(x + ct), on obtient donc une ex-
pression qui ne dépend pas de la constante d’intégration C'. Apres simplification,
on obtient

—ct t 1 x+ct
u(z,t) = uO(:E2 ct) N uo(:v2+6) + 2_0/ uy(s)ds. (1.29)

r—ct

Traitons ensuite le cas u(x) = 0 and u;(x) = 0 Dans le nouveau jeu de va-
riables, les conditions initiales s’écrivent pour tout Z € R

U U
U(Z.2)=0 et 5(Z2.2)=0 et (Z.2)=0 (1.30)

Les condition On peut alors intégrer (1.21) et obtenir

ou , oU XU X F(X,Y)
FE =Gy = [ axay<X’Y>dX__/y A2 x
(1.31)
C’est a dire d’apres (1.30)
o, ., .\ X F(X,Y)
Sy (XY) = —/Y — X (1.32)

10



Puis en intégrant suivant Y, on a

X' X' X'
au FIX,Y
UX,X)-UX,Y) = [ Z(x\Y) = —/ (/ MdX)dY.
v DY )y T 4
(1.33)
On a donc . .
FIX,Y
UX',Y') = / ( / %d}() dy. (1.34)
4 Y
En notant T’y y I’ensemble de R? donné par
Ty = {(X, Y)ER? : V<Y <X< X’} (1.35)
on a FIXY
UX',Y") = [ FXNY) ixay. (1.36)
TX’,Y/

Dans les variables (z, t), cette expression devient

u(z' 1) = / dedt (1.37)
T, 2

/,y’

avec Ty v I’'image réciproque de T'x y qui est appelé cone du passé, voir figure 1.3

Tpy = {(x,t)ERXR+ : x’—ct’gx—ctgx—kctgx’—i-ct’}

{(w,t)éRxR* : x’—c(t’—t)ﬁxﬁx’—kc(t’—t)}

(1.38)
Le cas général. Pour obtenir la solution dans le cas général, il nous suffit de
sommer (1.29) et (1.37)

ug(x — ct uo(x + ct 1 et
lo=ct) | wlrre) 1 /

u(x,t) = 5 5 % uy(s)ds + =. (1.39)

z—ct Tt 2

1.1.3 Ondes planes et relation de dispersion
Nous recherchons ici des solutions particulieres de 1’équation de d’ Alembert

0? 0?
a—tl;(a:,t) — cza—xg(m,t) =0 pourtoutxr € Rett e R (1.40)

appelées ondes planes

u(z,t) = U exp(iwt +ikx) pourxz € Rett > 0. (1.41)

11



z —ct' ! ' +ct T

FIGURE 1.3 — Le cone du passé 17

En injectant (1.41) dans (1.40), on obtient la relation de dispersion
—w?+ Ak =0. (1.42)

En notant £ = ¢ on a deux familles d’ondes ondes planes. La premicre se propage
dans le sens x croissant a la vitesse ¢ > 0 et est proportionnelle a

exp(iwt — ikx) (1.43)

La seconde famille se propage dans le sens x décroissant a la vitesse —c¢ < 0 et
est proportionnelle a
exp(iwt + ikx) (1.44)

1.2 Propagation d’ondes acoustiques

1.2.1 Dérivation de I’équation des ondes acoustiques

Nous considérons un fluide homogene au repos de masse volumique pg, de
pression py. La masse volumique, la pression et la vitesse du fluide sont perturbées
par une onde acoustique. On note p’ I’écart a la masse volumique au repos, p’ la
surpression et v’ = (u, uh, us) la perturbation de la vitesse eulérienne du fluide.
La masse volumique totale, pression totale et la vitesse totale du fluide sont notées

p, petu = (uy, us,us).

p(x,t) = po+p'(x,1), p(x,t)=po+p'(x,t) et u(x,t)=u'(x,t). (1.45)

12



Ce fluide est régi par le principe fondamental de la dynamique (nous supposons
que les effets de la gravitation et de frottements sont négligeables)

p(x, 1) (%(x, £) + u(x, t) Vu(x, t)) — _Vp(x, 1), (1.46)

I’équation de conservation de la matiere

%(X, t) + div (pu)(x,t) = 0. (1.47)

une loi constitutive du fluide qui relie la pression a la masse volumique
o= p(p). (1.48)

Nous supposons que les effets non linéaires sont négligeables (ceci est vrai dans
la plupart des applications). La linéarisation ce systeme s’écrit

() = V(1)
Po at X, - px,1),
ap )
E(x, t) + po div u(x,t) =0, (1.49)

| 75 1) = xpo (%, 1)

avece
X = ——(po) (1.50)

Pour obtenir la formulation vitesse—pression on élimine la masse volumique p’ de
ce systeme

([ Ou
p0§<xa t) = —Vp'(x, t)7
o (1.51)
X(?_Zz)f(x’ t) +div u(x,t) =0,

\

D’autre part, on peut aboutir a I’équation des ondes en dérivant la seconde équa-
tion par rapport au temps

62 p/

X o

(x,t) + div aa—ltl(x,t) =0, (1.52)

13



Nous injectons la premiére équation et aboutissons a 1’équation des ondes

%' 1
——(x,t) — —div Vp'(x,t) =0 (1.53)
G (61) = —div Y/ x.1)

On définit alors la vitesse de propagation de I’onde

1
VvV XPo'

(1.54)

CcC =

1.2.2 Ondes planes et relation de dispersion

Les ondes planes acoustiques sont les solutions de I’équation d’ondes acous-
tiques qui s’écrivent sous la forme

P (x,t) = Pexp(iwt — ik - x). (1.55)

Le réel w est la pulsation. Le vecteur k € R3 est le vecteur d’onde. Sa norme
euclidienne |/k|| est appelée nombre d’onde.

Tout point x peut étre décomposé en une composante suivant k et une autre
x orthogonale a k

k
x:ka—l—xL avecr, € Retx; € R%telque x, -k=0. (1.56)

Dans ces coordonnées, on a alors
P (x,t) = Pexp(iwt — i||k||zk). (1.57)

Ainsi, I’onde p’ est une onde plane qui ne dépend pas de x, et qui se propage

parallelement et dans le sens du vecteur d’onde k a la vitesse de phase ”“’T”

Nous cherchons maintenant une relation qui relie le vecteur d’onde et la pul-
sation. La surpression p’ vérifie 1I’équation des ondes scalaires
O (x,t) — & Ap'(x,t) = 0. (1.58)
On obtient donc

(—w2—i—czﬂkH2)PeXp(iwt+ik-x) —0. (1.59)

On a donc la relation de dispersion

2

w
Ik* = = (1.60)

14



1.3 Propagation d’ondes élastiques

1.3.1 Dérivation de I’équation d’ondes élastiques

On se place dans un solide déformable. On repére par x € R? la position au
repos d’un point du solide. Aprés déplacement, on note u(x, ¢) + x sa position au
temps ¢. On dit que u(x,?) € R? est le déplacement lagrangien. Le tenseur des
déplacements est défini par

e(x,t) = %(Vu(x, t) + (Vu(x, t))T>. (1.61)

Le tenseur des déplacement décrit les déformations d’un volume élémentaire si-
tué au voisinage du point z en ¢ = 0. Dans le cadre de 1’élasticité linéaire, le
tenseur des contraintes 3(x, ) € R3*3 est relié au tenseur des déformation par un
opérateur linéaire C'

Y(x,t) = Ce(x,t) (1.62)
Dans le cas de 1’élasticité linéaire isotrope homogeéne, cette relation prend une
forme particulierement simple

Y(x,t) = A trace(e(x, 1)) Id + 2 pe(x,1), (1.63)

avec A > O et u > 0 les coefficients de Lamé. Le solide est soumis a une densité
de force f(x, ).

Les déplacement dans le solide déformable sont régis par le principe fonda-
mental de la dynamique

0*u .

pw(x, t) = f(x,t) + div 3(x, 1) (1.64)
La loi constitutive ¥(x,t) = Ce(x,t) nous permet d’éliminer le tenseur des
contraintes

0%u ,

ﬁ(x, t) — div Ce(x,t) = f(x,t) (1.65)
Dans le cas isotrope homogene, on a alors

0%u

ps (1) — div (N trace(e(x, 1)) 1d + 2 pe(x,t)) = £(x,t).  (1.66)

Enfin a I’aide des deux identités

div (trace(g(x, t)) Id) = grad div u(x, ),
(1.67)

2 div (e(x,t)) = Au(x,t) + grad div u(x,t),

15



on obtient I’équation des ondes vectorielles

2

pa—tl;(x, t) — pAu(x,t) — (A +p) grad div u(x, t) = £(x,t).  (1.68)

1.3.2 Ondes planes élastiques et relation de dispersion
Nous supposons ici que la fonction « a la forme d’une onde plane
u(x,t) = u exp(iwt — ik - x) (1.69)

avec u et k des vecteur colonnes de R3. Le tenseur des déplacements est donné
par

1
“(x1) = 3 (vu(x, £) + (Vu(x, t))T> (1.70)
En injectant la forme de 1’onde plane, il suit que
kT + k u?
e(x,t) = —i% exp(iwt — ik - x). (1.71)

Le tenseur des contraintes est donné en fonction du tenseur des déplacements
S(x,t) = Xtrace(e(x, 1)) Id + 2 pe(x,1) (1.72)
On obtient que
Y(x,t) = —i()\ (k-u) + p(ku” + u kT)> exp(iwt — ik - x)  (1.73)
Ainsi, en appliquant I’opérateur divergence on a
div(E(x,t)) = —(u Ik|?u + A+ p) (k- u)k) exp(iwt — ik - x) (1.74)
Cette expression est injectée dans le principe fondamental de la dynamique.
pofu(z,t) — div(S(z,t)) = 0. (1.75)
Il suit
( —putpkPu + A+ ) (k- u)k> exp(ict — ik -x) = 0. (1.76)
En divisant par exp(iwt — ik - X), nous obtenons

(—w2p—|—,u ||k||2>u + (A +p) (k-wk = 0. (1.77)

16



Le vecteur u est soit orthogonal a k soit colinéaire : u-k =0ouu = a k.
On a la relation de dispersion

—pw? + plk|[* =0 siu-k =0,
(1.78)
—pw? (A + 2u> Ik[2=0, siu=ak
On a exhibé deux familles d’ondes planes de la forme
u(z,t) = u exp(iwt — ik - x) (1.79)

Les ondes planes de la premiere famille sont les ondes .S ou de cisaillement. Elles
sont transversales u - k = 0. Elles ont pour célérité

2 ="E (1.80)

P

Les ondes planes de la deuxieme famille sont les ondes P ou de compression,
Elles sont longitudinales u = ak et ont pour célérité

2
2= AT (1.81)
P

1.4 Propagation d’ondes électromagnétiques

1.4.1 Dérivation de I’équation d’ondes

Nous considérons un diélectrique de permitivité ¢ et de perméabilité ;. Ce
diélectrique est le siege d’un phénomene de propagation d’ondes électromagné-
tiques qui peut étre décrite a 1I’aide d’un champ électrique E et d’un champ magné-
tique H, de I’'induction électrique D et de I’'induction magnétique B. Ces champs
sont reliés par les lois constitutives du matériaux

D(x,t) = eE(x,1),

(1.82)
B(x, 1) = uH(x, )
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et les le systeme d’équations de Maxwell

/

div D(x,1) = p(x, ),

div B(x, 1) =0,

0B

rot E(x,t) = _E(

X7 t)?

oD X
. rot H(Xu t) = E(Xu t) +J<X7 t)v

(1.83)

avec p la densité de charge électrique et j le vecteur densité de courant. Afin
de dériver I’équation d’ondes vectorielles portant sur I’induction électrique, nous
éliminons des équations de Maxwell le champs électrique E et magnétiques B

(

div D(x, ) = p(x, ).

div B(x,t) = 0,

rot D(x,t) = —5%—?(){, t),

| 1ot B 1) = p 52, 1) i ),

(1.84)

On peut alors dériver la derniere équation de (1.84) par rapport au temps. On a

2 .
ID 1) = Lot Bix ) — %

ot? po ot (1)

En remplagant 9;B a I’aide de la troisieme équation, on a

9°D 1 dj
WO{’ t) + grot rot D(x,t) = —a—‘;(x, t)
L’identité

rotrot D = graddiv D — AD

nous permet d’écrire

9°D 1 1 : dj
50 (x,t) — £AD(X, t) = —ggrad divD — &(X, t)

18
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Nous remplacons divD a I’aide de la deuxieme équation de (1.84)

0’D 1 1 dj
- — —AD S -
2 (x,1) e (x,1) Mggrad p(x,1t) 75(x, t)

avec c la célérité de I’onde qui est homogene a une vitesse

19
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Chapitre 2

Le théoreme de Hille-Yosida

Nous donnons ici les outils d’analyse fonctionnelle pour démontrer que I’équa-
tion des ondes scalaires est bien posée. Nous avons ici adapté les preuves du cha-
pitre VII et X du livre Analyse fonctionnelle : théorie et applications de Hain
Brézis au cas d’un terme source f(t).

2.1 Le théoreme de Cauchy-Lipschitz-Picard

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz-Picard est certainement le résultat le plus
connu portant sur les problemes en domaine temporel. Nous en rappelons rapide-
ment une version linéaire ainsi que sa démonstration

2.1.1 Cas général

Théoréme 2.1 Soit H un espace de Hilbert, uy € H, f € C°([0, +-00[, H) et une
application A : H — H uniformément Lipschitz. Le probleme suivant admet une
unique solution

Chercher u € C*([0, +oc[, H) tel que

%(zﬁ) A = (1) V>0, 2.1)
u(0) = uo.

\

Remarque 2.2 Rappelons qu’une application linéaire est uniformément Lipschitz
sSi

|Au — Av|lp < L|ju —v|ly Vu,v €H. (2.2)
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Démonstration. Soit ¢ : C°([0, +-o00[, H) — C°([0, +oo[, H) I’application défi-
nie par

t t
ov(t) = ug + / Av(s)ds + / f(s)ds. (2.3)
0 0
Remarquons que u est solution de (2.1) ssi u est point fixe de ¢.

(1) Pour démontrer I’existence d’une solution de (2.1), nous allons démontrer,
pour tout 7' > 0, I’existence et I'unicité d’un point fixe de ¢ dans I’espace de
Banach

X = {ve C%[0,T),H) : [lvlxr < +oo} (2.4)
avec

IVlixr = sup fle™v(t)]ln. (2.5)
te[0,7

Comme T est borné, I’application ¢ est bien défini en tant qu’application de X}
vers X, Montrons que ¢ est contractante sur X! pour k > L

le ™ (@u(t) — gv(t))lln = lle™ [ Au(s) — Av(s)ds|n
< ekt ft ks e —ks V(S)HHdS
(2.6)
< Le-’ff(fé edes) lu = vlixg
< Fllu—viixr
On peut passer au sup sur ¢. 11 suit
L
lou = ovlixr < —llu = viixr. (2.7)

Comme k > L, I'application ¢ est bien contractante sur X! . On utilise alors le
théoreme de point fixe de Picard

Jur € X: gup(t) =urp(t) Vtel0,7)]. (2.8)

Remarquons que pour 7" > T > 0, up|jor) € X[ et ¢pur (t) = ug(t) pour tout
t € [0, T]. Par unicité, on a I’identité suivante

vTI''>T >0 uzr (t) = UT(t) vVt € [O,T] (29)

Il suit que
VT >t up(t) = ut). (2.10)
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Ceci nous permet de définir la fonction u € C°([0, +oc[, H) définie par
w: [0, 4+o0[— H t—— u(t) = u(t). (2.11)

(i1) Pour montrer 1’unicité, considérons deux solution u et v de (2.1). On a
comme u et v sont des points fixes de ¢

u(t) — v(t) = / " Au(s) — Av(s)ds 2.12)
0
I1 suit .
Ju®) —v(t)[ln < L/ [u(s) — v(s)||nds (2.13)
0
En notant ¢(t) = exp(—Lt) [} |[u(s) — v(s)||uds, on a I'équation
P <0,9(0) = 0etp(t) >0 = y(t) = 0. 2.14)

On peut conclure a I'unicité u = v.

2.1.2 Cas d’un opérateur linéaire positif

Théoreme 2.3 Soit A : H — H un opérateur linéaire continu monotone. L’unique
fonction u € C'([0, +o0[, H) telle que

%(t) + Au(t) =f(t) Vt>0, o15)
u(0) = uo.
vérifie t
o, < o+ [lrolgr e

Preuve. La fonction u a valeurs dans H est donnée par la formule de la variation
de la constante

u(t) = B(t) up + /t B(t — 7)f(7)dr (2.17)
avec B € C>°(] — oo, +00|, L(H))
=2 (—1)r A

B(t) = exp(—At) = >

n=0

‘ (2.18)
mn.:
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D’apres I’inégalité triangulaire, on a

Jucol, < o], + |

La conclusion suit du lemme suivant qui affirme que B(#) est contractant pour tout
t > 0.

B(t — T)f(T)HHdT (2.19)

Lemme 2.4 Soit A : H — H un opérateur linéaire continu monotone et B(t) =
exp(—At). Pour tout t > 0, I’opérateur B(t) : H — H est contractant

IB()ulln < flulln Vu e H. (2.20)

Preuve. L’application ¢ — B(t) est définie a ’aide d’une série entriere dont le
rayon de convergence est infini. Elle est de classe C*°([0, +-o00[, L(H)) et vérifie

dB(t
B(0)=1 et % + AB(t) = 0 (2.21)
Pour tout v € H indépendant du temps, on a
B
<$(t)v, B(t)v)H + (AB(t)v, B(t)v)H —0 (2.22)
Comme I’opérateur A est monotone. Il suit
1d 2
o IO0 e 2.23
2 dtH () H ™ (2.23)

On déduit que "opérateur B(t) est contractant pour tout ¢ > 0

o], =[], < 1,

2.2 Enoncé du théoreme de Hille-Yosida

Dans le cadre des problemes aux limites le théoréme de Cauchy-Lipschitz-
Picard n’est d’aucun secours. La condition (2.2) est beaucoup trop contraignante
pour pouvoir s’appliquer.

Le théoreme de Hille-Yosida en propose une adaptation permettant de démon-
trer I’existence de solution a 1’équation de la chaleur ou de I’équation des ondes.

Théoréme 2.5 (Hille-Yosida) Soient H un espace de Hilbert, f € C* ([0, +o0[,H)
et A: D(A) C H — H un opérateur non borné maximal monotone, uy € D(A).
Le probléme suivant admet une unique solution

Chercher u € C*([0, +oo[, H) N C°([0, +00[, D(A)) tel que

(2.25)

%(t)+Au(t):f(t) >0 et u(0)=ug
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D’autre part, on a les inégalités d’énergie

Proposition 2.6 Pour toutt > 0, la solution de (2.25) vérifie

;

t
lu@®ln < HUOHH+/O 1£(s)l[nds,

%o, < tAsolh+ 50+ [ G566 2.26)
A0l < Il + 1EO -+ IO+ [ |25
2.3 Unicité de la solution
Soit u € C([0, +o0o[, H) N C°([0, +oo[, D(A)) vérifiant
%(t) FAUt) =0 VE>0 et u(0)=0. (2.27)

Pour montrer 1’unicité de la solution de (2.25), il nous suffit de montrer que u = 0.
Nous avons

du
(57®.u®), + (Au(), u(®)n = 0 (2.28)
Comme A est monotone on obtient
1d
—— )y < 2.2
(), u(t)n <0 (229)
On peut alors intégrer entre 0 et ¢, il suit
lu(@)lIE < [lu()][ = 0. (2.30)

On adoncu = 0.

2.4 Régularisée de Yosida

Pour montrer I’existence et I’unicité d’une solution de (2.25), on approche ici
I’opérateur non borné A maximal et monotone par un opérateur borné A, mono-
tone, avec A > 0 un parametre destiné a tendre vers 0.

On commence par définir I’opérateur J, : H — H qui approche 1’opérateur
identité

Jy=(T+X At (2.31)

D’apres la remarque A.16, cet opérateur est bien défini. Son image et son noyau
sont donnés par
R(J5) = D(A),  N(») =A{0} (2.32)
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Lemme 2.7 Les opérateurs J, € L(H) et I — J\ € L(H) sont contractants
VueH |l <|lullp et [u—Jdulln < |ulln (2.33)

Yu e D(A)  |ju—Jyulln < A||Aulln (2.34)

et J) converge fortement vers [

Yue H limJyu=udansH. (2.35)
A—=0

Preuve. Soitu € Hetv = Jyu € D(A)
v+ AAv = u (2.36)
Il suit comme A est monotone et A > 0
(V,V)u + AMAv,V)y = (u,v)y = (v,v)y < (u,v)u (2.37)
On a d’apres I’inégalité de Cauchy-Schwartz
IIVIln < ||ulln c’estadire |[Jyul|lp < JJulln (2.38)
D’autre part, on a
lu =Vl = llullfy —2(u,v)n + IV (2.39)
En tenant compte de (2.37), on a
lu =Vl = [lulli = [IvI[E < Jull (2.40)

C’est a dire
Ju—Jdaulln < [lulln (2.41)

Montrons (2.35) pour u € D(A). Soitv = Jyu

V+AMVv=u = v—u+ A A(v—u)=MNu

(2.42)
= v—u=Jy()u)
Comme J, est contractante on a
v —ullp < A|Au|lp de. |[dau — ul|n < A||Au|ln (2.43)
On obtient donc
Yu € D(A) }\ir% Jyu = u dans H. (2.44)
_)

25



Considérons maintenant u € H. Comme D(A) est dense dans H, il existe u. €
D(A) tel que ||u. — u|ln < e. D’apres I’inégalité triangulaire et comme J, est
contractante on a

|[dau—ullw = |[dau—Jyue + Jaue —uz +u. — ul|n

< au = daueln + [ daue — ugln + [lus — ufln

(2.45)
< [aue = uefln + 2flue — ufu
< || daue — ug|ln + 2.
On passe alors a la limite-sup et il suit
limsup |[Jyu — ullp < 2e. (2.46)
A—0
Comme cette inégalité est vraie pour tout € > (, on peut conclure
limsup |[Jau —ullh =0 = lim ||Jyu —u|ln = 0. (2.47)
A—0 A=0
On définit maintenant la régularisée Ay : H — H de A
A, = Al,. (2.48)

Corollaire 2.8 Soit A > 0 et i > 0. Soit Jy , = J\ — J,.. Pour toutu € H, ona

|ullh < 2||ulln et lim Jy,u=0 VYueH. (2.49)
A,pu—07F
||y < (A+p) ||Aull,, VYue D(A) (2.50)

Preuve. D’apres 1’inégalité triangulaire, on a
[Ixpulln < [Mau = ullu + [[Jpu = ulln. (2.51)

I1 suit du lemme 2.7 les identités (2.49). Il suit de I’identité u = Jyu + NAJu =
Jou + pAlu
b = pl,Au — Ay Au (2.52)

D’apres I’inégalité triangulaire, on a
sl < p Al + A Al 253
Comme J, et J,, sont contractants, on a

el [ < g [|A wflyy 4 A A ulfy. (2.54)
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Lemme 2.9 Pour tout u € D(A) ona
IAsulln < Aully (2.55)
lim AJyu = Au dans H. (2.56)
A—=0
Preuve. La démonstration est basée sur I’identité suivante
Alyv = J)Av Vv e D(A) (2.57)
On peut alors utiliser le lemme 2.7 pour conclure.

Lemme 2.10 Ona A, € L(H) et
1

ANl e < (2.58)
Preuve. Soit v € H. De I’identité J v + AAJ,v = v il suit
(J)\V, AJ)ﬂ})H + )\(AJ)\V, AJ)\V)H = (V7 AJ)\V>H (259)

Comme A est monotone et d’apres 1’inégalité de Cauchy-Schwartz, il suit
MAvIlE < IvIullAwvIe = AlAw]n < [Iv]n. (2.60)
Lemme 2.11 L’opérateur Ay est monotone.
Preuve. Soit u € H. De I’identité u = Jyu + AAJyu, il suit
(Aau,u)y = (Adyu, Jau)y + A(Adyu, Adyu)y (2.61)
Comme A est monotone et A > 0, on a

(Axu,u)y > 0. (2.62)

2.5 Définition et propriété de la régularisée u, de u

Lors de la derniere section, nous avons approché I’opérateur non borné maxi-
mal et monotone A par un opérateur borné et monotone A,.
Pour A > 0, nous introduisons la solution de
du A

%(t) + Asup(t) =f(t) pourt>0 et uy(0)= up. (2.63)

Nous montrons ici que uy converge pour A tendant vers O vers une solution de
(2.25).

Comme A, € L(H) et d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz-Picard on
introduit la fonction uy € C'([0, +oo[, H) qui vérifie (2.63)
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Lemme 2.12 Pourt > 0 la solution de (2.63) vérifie
(i) siug € Het f € C°([0, +00[,H)

t
fux(®)lw < Jluo(®) I +/ 1F(5)llndls, (2.64)
0

(ii) si ug € D(A) et f € C([0, 4+00[, H)

du

| A( )lln < [[Auolw + IF(O)[ln + / 1= (8)lnds,
(2.65)

[ANux(®) ln < [|Auo]ln + [IF(O) I + [IF(E)[]n + / 1= (s)llndls.

(iii) si ug € D(A) et f € C°([0, +o00[, D(A))
dU)\
1920l < Aol 16+ [ AT,

(2.66)

[ANux(®) 1 < [|Auo[n +/ IAf(s)[Inds.
0

Preuve. (i) La fonction uy est donné a 1’aide de la formule de la résolvante car
I’opérateur A, est borné. On déduit de la section 3.107

/(
H

(i) Remarquons ensuite que uy est C*([0, +oo[,H) et en utilisant la méme

technique sur vy (t) = %2 (¢) qui vérifie

Uo

o, =

. f(t — T)HHdT (2.67)

d df
%(tHAm(t):%(t) pourt >0 et vy(0) = —Ayug + f(0). (2.68)
il suit

dU)\

1= @lls < T Axuolln + [[F(O) |1 + H s)|lnds ¥Vt >0 (2.69)

Comme ug € D(A), il suit d’apres (2.55)

dU)\

1) < 1Al + FO) + / 1D ds w0 @70

On a obtenu la premiere ligne de (2.65). La deuxieme ligne de (2.65) provient de
I’inégalité triangulaire et de (2.63).
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(iii) Remarquons ensuite que Ayuy est C'*([0, +oo[,H) et en utilisant la méme
technique sur wjy () = Ayu,(t) qui vérifie

d
%(t)—i—AAW,\(t):A,\f(t) pourt >0 et wi(0)=Ayu. (271

il suit ;
||A)\U>\(t)|||.| S ||A/\UO||H —I—/ HA)\'F(S)HHdS Vi Z 0 (272)
0

Comme ug € D(A) et f € C°([0,4+00[, H), il suit d’apres (2.55)

t
AU (D) |ln < [|Aug]|H +/ |Af(s)|lnds ¥Vt >0 (2.73)
0

On a obtenu la deuxieme ligne de (2.66). La premiere ligne de (2.66) provient de
I’inégalité triangulaire et de (2.63).

2.6 Démonstration du théoreme de Hille-Yosida dans
le cas ot ug € D(A?) et f € C([0, +oo[, D(A))

Dans cette section, nous montrons I’existence de la solutions de (2.25) sous
les hypotheses ug € D(A?) et f € C*([0, +o00[, D(A)).

2.6.1 Passage a la limite sur uy pour A — 0"

Montrons que uy converge uniformément dans C°([0, 7], H) pour tout 7' > 0
vers une fonction notée u(¢). Soient A > 0 et > 0. Il suffit de montrer que uy
est de Cauchy dans C°([0, 7], H). D’apres (2.63), on a

du du,
_th — dtl = —A/\U)\ — A#Uu. (274)
11 suit p J
u u
(d_t)\ - d_:, uy — UM)H = —(A)\U)\ — AHUH’ uy — U,u)H (275)

On utilise alors I'identité u = SAgu + Jgu avec B = Aet i

1d
§E||UA —wllf = — (Aux— Auuu, Myuy — pAug)n
(2.76)

— (A(J)\U,\ — JMUM>,J)\U)\ — JNUH)H'
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Comme A est monotone on a alors

1d

ZdtHu)‘ uu||,2;| < —(Axux — Apuy, AAyuy — pALuy )|

< (IAsunll+ Al ) (AUl + Al ).

D’apres le lemme 2.12, on obtient

;ZH”AU u (O < 200+ p)Cr Yt € [0, 7],

avec

Or = (WAvoll + 15O + IO+ [

i)

Par intégration il suit
Juy — uullfy <4\ +p)TCr Yt €[0,T).

Pour A — 0,

uy converge uniformément pour ¢ < 7T vers u € C°([0, +-oc[, H).

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

Montrons que d“* converge uniformément pour ¢ < T vers 2. Soit v)(t) =

duy

7 (t). La fonctlon vy, vérifie

df
= %(t) pourt > 0

On obtient donc en soustrayant 1I’équation pour v et v,

d _
me(t) = —A)\V/\(t) + A#v#(t) pOllI't Z 0
va(0) = v,(0) = —Axug + ALuo.

On prend alors le produit scalaire de la premicre ligne contre vy — v,

1d

—|va = Vullf = (=Asva + A, vy — Vv, )n pourt >0
2dt
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On utilise alors que vg = Jgvg + BAgv;s

1d

2 dtHV)\ V,U«HQH - _<A)\V)\ - A,uV,LL? J)\V)\ - J,uV,u)H

— (Avy — Av,, AAyvy — pAuv, )y pourt >0 (2.85)
Comme A est monotone et Ag = AJg on a
(Axvxr — A, hva — v = (A(dava — Juvy), v — v )n > 0 (2.86)
On a donc d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz

1d

B dt”V)\ V“”|2_| < — (A)\VA — A#V#, )\A)\V)\ — MA#V“)H

< (Al + 1Al ) (MIASA Ll + Al
(2.87)
Comme ug € D(A?) et f € C'([0,+oc[, D(A)), on peut alors appliquer le point
(iii) du lemme 2.12 a v solution de (2.82)

dAf

IAwalle < IAAUoll + IAFO) I + [ | =22s)]
2.88
L\ dAF (2:89)
< AL wollu + AFO) w + [ |69
\ 0
Comme uy € D(A?), on a d’apres I’identité (2.57)
L dAf
IAsalln < [ ARull + [AFO) [+ [ | Z=6)] @89
0
Comme d’apres le lemme 2.7 J), est contractant, il suit que pour ¢t < 7T’
aAf
vl < 1Al + IAF O+ [ %) 2.90
On a donc obtenu que
1d ) .
57— valli 200+ p)C7 v e 0,71, (2.91)
avec
IAf 2
cp = (IIA%uolln + [1AF(O ||H+/ | ()] ds) (2.92)

31



On peut alors intégrer entre O et ¢t < T’
Va(t) =vu@®llfy < A+ )T CF + [lva(0) — v (0) I
< 4+ )TCP + [[Asug — Ayuolf (2.93)
< AN+ p)TCA + HAJ,\UO - AJMUOHT_'
Comme Jgu + fAgu = uona

va(t) =vu®lli < 4+ p)TCP + [IAAA U0 — pAA, o

(2.94)
< A0+ PTCE + (A + 2 A%l
Pour A et x tendant vers 0
d
% = v, converge uniformément pour ¢t < 7" dans C°([0, T, H). (2.95)

Remarque 2.13 C’est ici qu’est intervenu la condition ug € D(A?) etf € C'([0,4+o0[, D(A))
On déduit de (2.81) et (2.95) que u € C''([0, +oo|, H) et

uy — u(t) et%(t)—>@

A0 g 1) 5y g (1) dans B (2.96)

Montrons maintenant que A,u,(¢) converge vers Au(t).

Comme Ayu, (t) = f(t) — ©(¢), A\uy converge d’aprés (2.96) dans H. Il suit de
I’identité Ay, = AJ, que

A(Jyux(t)) converge dans H. (2.97)

Montrons que Jyu, () converge vers u(t) dans H. Comme J) est une contraction
ona

| uxy —ullp < ||un— Dullp+ || ou—ullp < |lux—ulln + [ Jau —u|ln (2.98)
D’apres (2.96) et le lemme 2.7, on a

Jyuy connverge vers u dans H. (2.99)
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D’apres (2.97), (2.99) et comme A est fermé
u(t) € D(A) et Ayuy(t) converge vers Au(t) dans H pour tout ¢ > 0.  (2.100)

On peut alors passer a la limite sur (2.63). D’apres (2.96) et (2.100), il existe
u € CY([0, 400, H) qui vérifie

%(t) + Au(t) = f(t) pour t > 0 et u(0) = up. (2.101)

On a obtenu le théoreme de Hille-Yosida.

Par passage a la limite sur (2.64) et (2.65) il suit (2.26) dans le cas ot uy € D(A?)
etf € C([0, +oo[, D(A)).

2.7 Démonstration du théoreme de Hille-Yosida dans
le cas généralotiuy € D(A) etf € CL([0, +o0], H).
Rappelons que le théoreme 2.5 et la proposition 2.6 ont été démontrés pour

up € D(A?) etf € C'([0,+oo[, D(A)). I'idée ici est d’approcher uy € D(A) et
f € C'([0, +o0[, H) par

Jyug € D(A?) et Jyf € C([0, +oo, D(A)). (2.102)
1l existe une fonction wy € C'*([0, +oo[, H) N C°([0, +oo[, D(A)) qui vérifie

d
S (1) + A (1) = () € C1([0, +oc, D(A))
(2.103)
W)\(O) = Jyug € D(AQ)
Pour tout A > Oetp > 0,0na
d(wy —w
%(t) + A(W)\ — WM)(t) = J,\#f(t) pOllI't > 0
(2.104)
wy(0) —w,(0) = Jy Luo.
avec
= —J. (2.105)

Montrons que w, converge uniformément en temps vers une fonction u €
C°([0, +ool, H). D’apres la proposition 2.6, on a les estimations suivantes

T
Iwat) = w,(®)lln < 1ol + / [a,f()lluds Ve € [0,7),  (2.106)
0
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Le lemme 2.8 nous permet d’écrire

[stolls == 0 et [, f(s)ln = 0 Vs € [0.7] (2.107)

D’autre part, I’opérateur J, étant contractant, on a
[ f(S)lln < 2 [IF(s)m (2.108)

En appliquant le théoreme de Lebesgues, il suit

T
/O () s —. 0. (2.109)

Grace a (2.106), (2.107) et (2.109), on obtient que, pour tout 7' > 0, w, €
C°(]0, +o0[, H) converge uniformément sur tout intervalle [0, 7] vers u € C°([0, +o0l[, H)

wi(t) — u(t) dans H. (2.110)

A—0+
(i1) D’apres la proposition (2.26), on a les estimations suivantes

d d
1570 = Ol < oaulT) Vi€ [0.7] @111)

avec

T df
ernlT) = [Adall+ Pad O+ [ a2
0

Comme ug € D(A) et f(0) € H, et £(s) € H pour tout s € [0, T] fixé, on a

.

Aol = [l | = 0,
2.113
s O — 0 @1y
df
b @) =0
L ‘ /\’“dt(s) H \p—0t
Comme HJ)\M%(S)‘ <2 d—i(s)H on a d’apres le théoreme de Lebesgues
H
/THJ I )H ds — 0 2.114)
—(s s . .
0 )\”udt H /\,,LL~>0Jr
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On a donc obtenu
oau(T) — 0. (2.115)

A,p—0t
On a donc obtenu la convergence uniforme dans H sur tout intervalle [0, 7] de

4o (t). D’apres le point (i), il suit que u € C*([0, +-o00[, H) et pour tout ¢ > 0

wy(t) — u(t) dansH

A—=0t
(2.116)
dwy du
— — H
i Vo g ) dans
(ii1) D apres la proposition (2.26), on a les estimations suivantes
1AW (1) = Aw (DIl < oru(T) + [ nuf (1)1 2.117)
Comme f(t) € Hat fixé, on a
Hauf(@)lw — 0. (2.118)
u—0t
11 suit
[Awx(t) = Aw,,(8)[ln — 0. (2.119)
A,u—07t

la convergence simple dans H de Aw,, (¢) vers un élément z(¢) € H pour tout ¢ > 0.
Comme A est fermé, on a donc obtenu que

u(t) € D(A) et Aw, () = Au(t) dans H. (2.120)
—
Par passage a la limite sur (2.103) il suit que u € C'*(]0, +-00[, H) vérifie (2.25).

dwy du

—=(t) + Awy (1) = Ixf(2) —(t) + Aw, (1) = (1)

dt SN 2.121)
A—=0t
wi(0) = Jyuo. u(0) = up.
car comme ug € Hettoutt > 0f(¢) € H on a d’apres la proposition 2.7
lim Jyug = ug et (2.122)
A—0t+

Enfin d’apres (2.6), w,, vérifie les inégalités
(

Iwx (&)l < 19auollis + J 194F(s) Indls,

dW)\

12 ) el H

ln < [[Adxuolln + [[Inf(0)[[n +

de
[Avwi®) 11 < Aol + +HIAF Ol + 5@+ [ |5 05)]| ds

\ 0

(2.123)
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dJyf

Comme AJyug = JyAug et =3

(s) = Jr4(s), le lemme 2.7 nous permet d’écrire

(

t
[Iwa(®)]ln < [[uolln +/0 1f(s)llnds,

dW>\ t df

=4 < — 2.124

[Z2 0], < 1l 1Fn -+ [ |50 25 (2.124)
by df

A (Ol < Aol + IFO) Il + [0+ | |76 ] s

Par passage a la limite, on obtient (2.26). ceci termine la preuve

2.8 Notion de semi-groupe

Pour f = 0, on a associé a tout uy € D(A) une solution u € C°([0, +-o00[; H)
qui vérifie d’apres (2.16)

lu@®lu < Jluollw, VE>0 (2.125)

Par densité de D(A) et comme toute limite uniforme d’une fonction continue est
continue, on peut aussi associer 2 tout uy € H une solution u € C°([0, +oc[; H)
qui vérifie (2.125). L’opérateur qui associe a ug la fonction u a valeurs dans H est
noté S

S:Hw— C°0, +oof; H) (2.126)

D’autre part, I’opérateur linéaire continue qui a uy € H associe u(t) pour ¢t > 0
est notée S;
S;:H—H (2.127)

On déduit les propriétés de ces opérateurs par densité.

Proposition 2.14 (Propriété élémentaire du semi-groupe de résolution S) (i) Pour
toutt >0, ona

St+5 = St SS dans E(H) (2128)
Sg = I (2.129)
[1Sellz(H) <1 (2.130)

(ii) Pour tout n > 0, S est de classe C°([0, +oc[; L(D(A™))).

(iii) La fonction t — S, est de classe C* ([0, +o00[; L(D(A); H)). Plus précisément,
ona

: . Su.-5S
35, € L(D(A): H)) tel que Yuy € D(A) ( g — 22— OHH 0
2.131)
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et
Yuo € H  [[Shuoll < [|Auo|ln (2.132)

(iv) Pour tout n et p > 0. La fonctiont — S; est de classe C?([0, +o0[; L(D(A"*?); D(A™))).
(v) Dans L(D(A); H), on a les identités suivantes

Preuve. a terminer
Remarque 2.15 En général, la fonctiont — S, n’est pas de classe C* ([0, +oo[; L(H)).

Proposition 2.16 (Formule de la résolvante) La solution du probléme (2.25) peut
s’écrire sous la forme

t
u(t) = S + / S, .f(s)ds. (2.134)
0

Remarque 2.17 Cette formule nous permet de définir des solutions faibles de
notre probléme pour uy € H et f € C°([0, +o0[; H)

Preuve. a terminer

Nous nous restreignons maintenant au cas ou A est autoadjoint et nous nous inté-
ressons a notion de solution hyperfaible. Celle-ci est définie par dualité.
a terminer

2.9 Exercices du chapitre 2

Exercice. Soient A € R, A : D(A) C H — H un opérateur non borné tel que
A + AT est maximal monotone, uy € D(A) et f € C*([0, +o0[, H). Montrer que le
probléme suivant admet une unique solution

Chercher u € C'([0, +oo[, H) N C°([0, +00[, D(A)) tel que

(2.135)
D)+ Au(t)=0 Vt>0 et u(0)=u,.
Exercice. Soit uy € D(R) montrer que le probleme
(
Chercher u € C([0, +o0[, L2(R)) N C°([0, +oc[, H%(R)) tel que
2
%(x,t)—%(m,t) =0 pourzeRett>0, (2.136)
u(z,0) = up(z) pourz € R.
\
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Exercice. Soit uy € D(]0, L[) montrer que le probleme
Chercher u € C([0, +o0l, L*([0, L])) N C°([0, +o00], H%([0, L])) tel que
0 0?
a—?(m,t) — 8—;(&%) =0 pourz € Rett >0,

u(z,0) = up(z) pourz € R,

\ u(0,t) =u(L,t)=0 Vt>0.

(2.137)
Exercice. Soient uy € D(]0, L[) et f € D([0, +00[; xR, ). Montrer
3 € CH([0, +ool, LA([0, L])) N C([0, +o0], HA([0, L])) tel que
2
%(z,t) - %(z,t) +u(z,t) = f(x,t) pourz € Rett >0,
v (2.138)
u(z,0) = up(z) pourz € R,
ou Ju
- = — = > 0.
\ ax(O,i&) 8x(L’t) 0 Vt>0

Probléme Soient uy € D(R?) et u; € D(R?). Montrer que le probleme

Tlu € OO0, +oof, HA(RE)) N ([0, +ool, H'(R2)) N C2([0, +oo], L(R2))
d%u 9

@(x,t) — Au(z,t) =0 pourx € R¥ett >0,

u(z,0) = ug(z) pourx € R?

\ %(m,O) =ui(z) pourx € R?

(2.139)
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1. Mettre ce probleme sous la forme

U € CY([0, +o00[,H) N C°([0, +00[, D(A)) :

% LAUZ0 pourt> 0. (2.140)

\

avec

H = H'(R?) x L3(R?),

D(A) = H*(R?) x H'(R?) (2.141)

v —Au

\

2. Montrer que A+ est monotone et maximal en tant qu’opérateur non borné
de H'(R?) x L?*(R?)
3. Montrer (2.139).
Probléme. Soit uy € D(A?) et f(t) = 0. On cherche 2 montrer que la solution u
de (2.25) vérifie

u € CO([0, +o00[, D(A2)) N C([0, +oof, D(A)) N C([0, +00, H).  (2.142)

1. Montrer que I’application u — Au définie un opérateur maximal monotone
A : D(A?) Cc D(A) — D(A).

2. En déduire

(

v € CO([0, +oo, D(A2)) N C([0, +oo, D(A))
1 L)+ Av(t) =0 Vt=>0, (2.143)

v(0) = up.

\

puis que v = u.
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3. Montrer que u € C?([0, +o0l, H).

Probleme. Dans de nombreuses applications, il est trop restrictif de considérer
up € D(A). Le but de ce probleme est de considérer une condition initiale moins
réguliere dans le cas ou A est auto-adjoint (ce ne sera jamais le cas pour les équa-
tions d’ondes). Soit A est un opérateur maximal, monotone, autoadjoint et u, € H.

On cherche a montrer le résultat suivant

¢

d
d—l;(t) + Au(t) = 0 pour ¢t > 0,
u(0) = ug

\

et les estimations pour tout ¢ > 0

du 1
[u@)lln < luolln, IIE(t)IIH = [[Au(t)[ln < ;IIUoIIH

1. Soit wy € D(A?). Montrer qu’il existe un unique

(

w € C([0, +o0[, H) N C°([0, +oo, D(A)) :

d
d—vtv(t) + Aw(t) = 0 pour t > 0,
w(0) = wq

\

2. Montrer 1’identité suivante

1 ) T 1 )
SIWDIP + [ (Awwn = 2 [woll
0

3. Montrer I’identité suivante

[ g

4. en déduire

2al —i——l ' 4 A dt =
t t t t =
| 2/0 dt< w(t), w(t))n 0

el Soamtry e ot s
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Jlu € C°([0, +o00[, H) N C*(]0, +oc[, H) N C*(]0, +o0], D(A)) :

(2.144)

(2.145)

(2.146)

(2.147)

(2.148)

(2.149)



> T 1
dt + 5 (AW(T), w(T)n = 5liwolli  (2.150)

1 T dw
= lw(D)|)? | S
siwmlE+ [ ol a+ g

6. Montrer que ¢ — || 2 (¢)||,y est décroissante.

7. En déduire I’'inégalité
dw

1
Iw@lln < liwollw, [l (®)lln = [Aw()lln < ~llwolln (2.151)

8. Soit w), la solution du probleme

(

wy € C1([0, +00], H) N C0(]0, +-00], D(A)) :

d
%(t) + Aw,(t) = 0 pour ¢ > 0, (2.152)

WA(O) = (J)\)zuo

Soient T} et Ty > 0. Montrer que (Jy)?*ug € D(A?) puis montrer 2 I’aide de 7 que
dans H

— w,, converge uniformément sur [0, T5].
dw A .
— —= converge uniformément sur [77, T5].

— Aw, (t) converge uniformément sur [}, T5].
9. Montrer I’existence de u vérifiant (2.144).

10. Montrer ’unicité de u.

Probléme. Soit f € C°([0, +oo[, D(A)). Montrer

Jlu € C1([0, +o0o[, H) N C°([0, +oc[, D(A)) tel que

(2.153)
d
d—l:(t)JrAu(t):f(t) V>0 et u(0)=0.
Etablir les estimations suivantes
( t
lu()l < / 1(s)llwds,
du t
||| < 1@+ [ 1A7Gs) uds, (2.154)
dt H 0
t
JAu(®)lln < / |AF(s) ds.
\
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Chapitre 3

Condition aux limites transparentes

Par nature, le calcul numérique ne peut s’effectuer que sur des domaines
bornés en espace (un ordinateur ne peut gérer qu’un nombre fini d’inconnues).
Lorsque le domaine physique est non borné (c’est en général le cas pour les pro-
blemes de propagation d’ondes), il faut alors trouver des méthodes pour pouvoir
effectuer des calculs sur un sous-domaine borné.

Nous présentons dans ce chapitre deux techniques alternatives permettant de
répondre a cette problématique : les conditions aux limites absorbantes ou CLA,
les couches absorbantes parfaitement adaptées ou PML (perfectly matched layer).
Nous présentons ces deux méthodes en dimension 1 d’espace puis en dimension
supérieur.

3.1 Les Conditions aux limites absorbantes en di-
mension un

Nous considérons une équation d’ondes non-homogene

OPu(x,t) — O*u(x,t) = f(z,t) pourx € Rett > 0,
(3.1)

u(z,0) = ug(x) Owu(x,0) = uy(z) pour z € R.
dont les termes sources f : Ry X R — R, ug : Ry — Retu; : Ry — R
sont des fonctions de classe C'™ et dont le support sont inclus dans le borné D =

] —L,L[avec L > 0

f(z,t) =0, wo(zr)=0etu(x)=0pourz ¢ Dett>0. (3.2)
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Hors du support de f, la solution de I’équation des ondes admet une forme propa-
gative

u(z,t) = uy(z —t) pourz > L,

(3.3)
u(z,t) =u_(r+1t)pourz < —L
Les fonctions u et u_ sont des fonctions de classe C'*° qui vérifient
us(s)=0pours>L et wu_(s)=0pours< — L. (3.4)

Nous allons fermer le domaine de calcul en modélisant le comportement de
la solution pour z > L et x < —L a I’aide de conditions aux limites en espace
poséesenx = Letx = —L.

En observant la forme de la solution exacte, voir (3.3), on remarque qu’en
x=Letx=—Lona

g—?(L,t) + ?(L,t) =0,

t (3.5)
ou ou
a(—L,t) — %(—L,t) —0.

On est alors amené a résoudre le probleme équivalent
Ou(z,t) — O*u(x,t) = f(x,t)pourxz € | — L, L[ ett > 0,

u(z,0) = ug(x), Owu(x,0)=wuy(x)pourz €] — L, L[

ou ou ou ou

L E(Lat)—i_%(Lat):Oa E(_Lat)_%(

—L,t) =0pourt > 0.
(3.6)

La restriction de la solution du probleme (3.1) a x € [—L, L] vérifie (3.6). Pour
montrer que 1I’on peut calculer cette restriction en résolvant (3.6) il nous suffit de
montrer que ce probleme admet une unique solution.

Pour montrer que (3.6) admet une unique solution, nous allons appliquer le
théoreme de Hille- Yosida.

Nous commengons par effectuer une réduction d’ordre. Soient v = Jyu et
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U= (u,v)T.
(

Oyu(x,t) —v(z,t) =0

O (z,t) — O*u(x,t) = f(z,t)pourz € | — L, L[ ett > 0,

(3.7)
uw(z,0) = ug(x), v(x,0) =wuy(x)pourx €| — L, L[
ou ou
- — _ 27 — > 0.
\ v(L,t) + 8x(L’t) 0, wv(—L,t) 3:}6( L,t)=0pourt >0
Nous avons QU
7 +AU = F (3.8)
avec

u —v
A =
v _u//
\
(3.9
Nous allons montrer que A + I est maximal monotone
(AU, U)H = —(U,U)Hl([) — (UH,U)L2(]) (310)

Par intégration par partie, il suit

(AU, U)H = —(U/, U/)LQ(]) - (U,U)L2([) + (u’, U,)L2(I)
— dyu(L)v(L) + dyu(—L)v(—L). (3.11)

En utilisant que v(L) = —d,u(L) etv(—L) = d,u(—L) on a
2 2
(AU, U) gy = — (v, ) 21y + <v(L)) + (v(—L)) > —(v,u)2. (3.12)

Comme — (v, w) 25y < (u, u) () + (v,v) 2y On obtient donc

(A+DHU,U)g >0 (A + I est monotone) (3.13)
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Montrons maintenant que A + I est maximal. Il faut montrer que le probléme
suivant admet une solution

UeD(A): AU 42U = F (3.14)

avec F' = (f,g) € H = H'(I) x L?(I). Cette équation s’écrit

(

ue H*(I)etve HY(I)

—v+2u=feH(I)

—u" +2v =g € L*(I) (3.15)
v(L) = —u/(L)
v(—=L) =u/(—L)

On peut facilement découpler ce systeme en éliminant v = 2u — f

(

uw € H?*(I)

—u" +4u=2f+g € L*(I),

(3.16)
W/(L) + 2u(L) = f(L).
| w(—L) —2u(—L) = —f(—L).
Ce probléme admet la formulation variationnelle suivante
ue HY(I) : a(u,w) = l(w) Yw e H(I) (3.17)

avec

a(u,w) = /_ o' (z)w' (z) + du(z)w(z)dr + 2u(L)w(L) + 2u(—L)w(—L)
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Le théoréme de Lax-Milgram permet de conclure a I’existence et I’uncité de la
solution du probleme (3.17).

On peut alors se poser la question de la reconstruction de la solution sur tout
R a partir de sa restriction. Elle est basée sur (3.3). Hors de € [—L, L], u(x,t)
est donné si |x| — L > ct par u(z,t) = 0 et sinon par

u(z,t) =u(L,t — =L) pour z > L,
(3.19)

u(z,t) = u(—L,t + L) pour v < — L.

C

Sa simplicité et son efficacité (cette condition est exacte) rend cette condition
aux limites incontournable en dimension 1. Le développement de nouvelles condi-
tions transparentes approchées ne peut alors se justifier d’un point de vue pratique
qu’en dimension supérieure ou égale a 2. Toutefois nous allons introduire les PML
en dimension 1 afin de suivre une démarche la plus constructive possible

3.2 Les couches absorbantes parfaitement adaptées
en dimension un

Afin de 1égerement simplifier la présentation nous nous limitons a f = 0.
Nous cherchons a poser le probleme

OPu(z,t) — O*u(x,t) =0 pourz € Rett >0,
(3.20)

u(z,0) = ug(x) Ou(x,0) =uy(z) pourx € R,
sur un domaine borné afin de le résoudre numériquement. L’ approche adoptée ici
consiste a entourer le domaine de calcul par un matériau absorbant qui modélisera
le milieu extérieur.

Nous allons tout d’abord étudier la propagation d’ondes dans les milieux ab-
sorbants puis nous présenterons les formulation PML.

3.2.1 Propagation d’onde en milieu absorbant

Soit I =|]L_, L[ un intervalle avec L_ € RU {—oc} et L. € RU {+o0}.
Soit o un scalaire positif. L’équation des ondes amorties est obtenue en remplagant
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I’opérateur de dérivée en temps 0, dans 1’équation des ondes par un opérateur de
dérivée plus frottement 0; + o. Afin de racourcir les écritures nous notons

(0, + 0)*u = 0*u + 200,u + o*u (3.21)

L’équation des ondes amorties s’écrit

Uy € C°(I x R.)
(3.22)

(0 + 0)*ug(x,t) — 20uy(x,t) =0avecz € Rett > 0.
Pour étre bien posé cette équation doit étre fermée par des conditions initiales
et des conditions aux limites en espace (on n’a pas ici unicité de la solution de

ce probleme). Nous considérons cette équation sans ces conditions aux limites et

proposons une paramétrisation de 1’ensemble de ces solutions par deux fonctions

de la droite réelle (u}’, et ul’ ).

La premiere étape de la résolution consiste a poser le changement de variable
Ug(z,t) = ul (z,t) exp(—ot) (3.23)
La fonction u! (x, ) est solution d’une équation des ondes classique

u! € C=(I xR,)
(3.24)

Pul (z,t) — 20ul(x,t) =0avecx € Rett > 0.
La fonction u. peut donc la décomposer en deux termes le premier se propageant
dans le sens x-croissant, le second dans le sens x-décroissant
ulb(z,t) =ul (x—ct)+ul_(x+ct). (3.25)

On en déduit que
u(z,t) = (u{,Jr(a; —ct) +ul_(z+ ct)) exp(—ot). (3.26)

La deuxieme étape consiste a remarquer qu’une décroissance en temps est équi-
valente a une décroissance dans la direction de propagation. Nous effectuons
alors le changement de variable u)  (s) = ul,(s) exp(—2) et ul (s) =
ul!_(s) exp(22), la fonction u peut s’écrire

us(z,t) = ull,(z—ct) exp(—a—:) + ull (z+ct) exp(?). (3.27)
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Nous adoptons afin de les notations suivantes

uo,-l—(x’ t) = u{r,l—i—('r - Ct) eXp(_U_cx)a

(3.28)
Uy —(2,t) = u{,l_ (z +ct) exp(%F).
Remarquons que ces fonctions vérifient
<8t + o0+ c@x> Uy (2,t) =0,
(3.29)

(@ +o0— C&C)um_(a:, t)=0.

3.2.2 Relation de dispersion et ondes planes pour I’équation
des ondes et dans la PML.

Nous allons nous intéresser a des solutions particulieres, appelées ondes planes,
de I’équation des ondes

Otu(z,t) — O2u(w,t) = 0. (3.30)
et de I’équation des ondes amorties
2
(at + a) U (1, 1) — 82uy (2, t) = 0 (3.31)
qui admettent la forme
u(z,t) = exp(iw + kz) et u,(x,t) = exp(iw + k). (3.32)

Afin que ces ondes soient solutions de 1’équation des ondes on a les relations de
dispersions pour I’équation des ondes

(iw)? — (ik)> =0 <+—= k=2w (3.33)
et I’équation des ondes amorties
(iw+0)? — (ik,)2 =0 <= k= :|:<w - icr). (3.34)
Nous notons -+
k=w et ky=—TF (3.35)
w

A w fixé, pour chacun des deux modeles nous avons une onde plane se propageant
dans le sens x croissant

u(z,t) = exp(iwt —ikz) et wu,(x,t) = exp(iwt — ik,x) (3.36)
et une onde plane se dirigeant dans le sens x décroissant

u(z,t) = exp(iwt + ikx) et wuy,(z,t) = exp(iwt + ik,x). (3.37)
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3.2.3 Construction de couche parfaitement adaptées

La formulation PML consiste a remplacer le milieu de propagation pour |z| >
L par un milieu absorbant.

2
<8t + a) Uy (z,t) — Ouy(z,t) = 0pourz < —Lett >0,

O?u(x,t) — O*u(x,t) = Opourz €] — L, L[ett >0,
(3.38)

2
<8t + 0) Uy (z,t) — O*uy(x,t) =0 pourz > Lett >0,

u(z,0) = ug(x) Owu(x,0) =wuy(x)pourz € — L, L],

\

Afin de fermer ce systeme d’équations il faut y ajouter des conditions de trans-
mission a chacune des interfaces. Ces conditions s’écrivent

us(L,t) = u(L, 1)
(3.39)

(at + 0> dyu(L,t) = 0,0puy (L, 1).

uU(_LJ t) - u(_L7 t)
(3.40)

(0 + 0)0yus(—L,t) = 0;0,u(—L, t).

La dérivation de ces conditions de transmission s’effectue en minimisant les ré-
flexions apparaissant aux interfaces entre le milieu physique et la couche absor-
bante.

3.2.4 Troncature du domaine

La solution est atténuée de maniere exponentielle a I’intérieur de la couche ab-
sorbante. Il est donc tout a fait raisonnable de fermer a distance finie cette couche
absorbante par une condition de Dirichlet. Soit L, > L la distance de troncature
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du domaine.

"

OPu(z,t) — O*u(x,t) =0pourz €] — L, L[ett > 0,

2
(&t + 0) Uy (z,t) — O?u,(z,t) = 0 pour |x| > Lett >0,

\

avec les conditions de transmission

uy(L,t) = u(L,t)

0,0,y (L, 1) = (at v a) d,u(L, t).

uy(—L,t) = u(—L,1)

0,0ty (— L, 1) = (at v 0) Dyu(—L, t).

les conditions initiales
u(z,0) = ug(x) Ou(x,0) =uy(x)pourz €] — L, L],
Uy (2,0) =0 Oy, (x,0) =0 pour |z| > L.

et les conditions aux limites en espace

Us(Lyyt) =0 et uy(—L,,t)=0 pourt>0.

wi — L, L[xRy —s Retuy : (] -~ L, —L[U]L,LJ[> xR, — R

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

En tronquant le domaine en x = L,, on génere une onde réfléchie en v = L,.
Cette onde sera elle aussi amortie a travers la couche absorbante et ne reviendra
qu’avec une faible amplitude en = L ou elle n’engendrera que peu de réflexion

dans dans le milieu physique.

3.2.5 Etude de réflexion-transmission : PML non bornée

Une étude par onde plane permet de vérifier le caractere parfaitement adapté
des couches PML. Afin de simplifier la présentation, nous allons considérer un
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milieu propagatif en x > 0 et une seule couche PML localisée en = < 0.

OPu(z,t) — Ou(x,t) =0 pour z > 0,
(3.46)
2
((9t + 0) Uy (z,t) — O2uy(z,t) =0 pourz <0,
avec les conditions de transmission
u(0,t) = u,(0,1)
(3.47)

(at + a) 0,u(0,£) = 0,011, (0, 1).
Nous éclairons le domaine en x = 400 par une onde incidente d’amplitude 1
exp(iwt + ikx) (3.48)

A Tinterface cette onde se transforme en une onde réfléchie du cUté z > 0 et une
onde transmise du cUté x < 0

u(x,t) = exp(iwt + ikz) + Rexp(iwt — ikz),

(3.49)
uy(x,t) = T, exp(iwt + ik, x)
avec k et o qui sont définies par
kew et k=217 (3.50)
w

Nous allons maintenant déterminer les amplitudes des ondes réfléchies et trans-
mises R et T, a I’aide des conditions de transmission (3.55)

1+ R=T,,
(3.51)
(iw+ )ik = (iw+ 0 )ikR = iw ik, ) T,
La relation (3.50) nous permet de simplifier ce systeme
T,=1+R e T,=1—-R. (3.52)

On obtien 7, = 1 et R = 0. On conclut donc que la couche PML ne génere
aucune réflexion et un transmission totale. C’est pourquoi on parle de caractere
parfaitement adapté.

51



3.2.6 Etude de réflexion-transmission : PML bornée

Nous avons déja annoncée qu’en tronquant la PML a distance finie, elle géné-
rait une réflexion de faible amplitude. C’est ce que nous allons vérifier ici. Nous
considérons une fonction u qui vérifie I’équation d’ondes sur la demi-droite x > 0

Otu(z,t) — O2u(z,t) =0 (3.53)
et sur I'intervalle = € [—L,, 0], avec L, > 0, la longueur de la PML,
2
(& + a) Ug(x,t) — OPuy(z,t) = 0. (3.54)

A I'interface, la solution vérifie les conditions de transmission

uy(0,t) = u(0,t)

(3.55)
0,010 (0, 1) = (at + a) 0,u(0,1).
La couche absorbante est terminée par une condition de Dirichlet
Uy(—Lgy,t) = 0. (3.56)

Soit w > 0. Nous considérons encore le cas d’un éclairage par une onde plane
incidente d’amplitude 1
exp(iw — ikx). (3.57)

A Dinterface cette onde génere une onde réfléchie dans le domaine z > 0 et
une onde transmise dans le domaine x < 0 qui va elle-méme générer une onde
réfléchieen v = —L

u(x,t) = exp(iwt + ikz)) + Rexp(iwt — ikx)

(3.58)
uy(x,t) = T, exp(iwt + ik,x)) exp(oz) + R, exp(iwt — ik,x).
avec o
k=w et k,—21% (3.59)
W
Les conditions de transmission en x = 0 s’écrivent
1+ R=1T,+ R,,
(3.60)

(iw+0) (i) (1= R) = (i) (iks ) (T, = R, ).
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Ce systeme se simplifie a I’aide de (3.59)

1+ R=T,+ R,,

(3.61)
1-R=1T,—R,.
Onadonc7, = 1let R = R,. D’autre part en x = —L,, la condition aux limites
s’écrit
T, exp(—ik,Ls) + Ry exp(ik,L,) =0 (3.62)
On obtient alors
R, = T,exp(—2ik,L,) = exp(—2ik,L,). (3.63)
Il suit de (3.59)
R, = exp(—2ikL,) exp(—20L,). (3.64)
On a donc obtenu
T, =1et R= R,exp(—20L)exp(—2ikL,). (3.65)

On vérifie donc bien qu’en fermant la PML on génere une onde réfléchie dont
I’amplitude est petite dés que o L est grand.

3.2.7 Coefficient d’absorption parabolique

Lorsque les PML sont discrétisées avec une méthode numérique (éléments
finis, différences finies, ...) la discrétisation génere des réflexions au niveau du
changement de milieu. C’est pourquoi en pratique, on préfere souvent un coeffi-
cient d’absorption dépendant de la variable x au coefficient d’absorption constant.
Le profil parabolique, défini ci dessous, est particulicrement efficace en pratique.
La fonction o étant de classe C' ne génére que peu de réflexions au niveau de la
discrétisation.

o(z) = op (x;L)Q, Vo> L,
= 0, Vz € [-L, L], (3.66)
oo (J”ZL)Z, Vo < —L.
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Afin de simplifier les écritures on introduit la convention
o(z)=0 VxeR. (3.67)

Le coefficient d’absorption étant nul aux deux interfaces. On aura alors les deux
conditions de transmission

u(L,t) = uy(L,t) et Oyu(L,t) = 0yu,(L,t). (3.68)

D’autre part le bon point de vue consiste a utiliser un syteme d’ordre 1 et non
d’ordre 2

(

(at + 0(:L’)>uo.(x, £) = Byvy(,1) = 0,

(at + 0($)>Ug(x, t) — By (x,1) = 0,

Uo(—Loyt) =0 et up(Ly,t) =0, (3.69)
Up(2,0) = u(x), Vr€R,

8tua(x70) = ul(‘r)v Vo € R,

\

avec ug et u; a support dans [—L, L].

3.3 Les couches absorbantes parfaitement adaptées
en dimension n > 2

Une premiere idée consiste a remplacer le domaine propagatif pour |z| > L
par une couche absorbante. Cette idée, bien que séduisante, est vouée a I’échec
car elle provoque des réflexions a la frontiere entre la couche absorbante et le
domaine physique. Dans les années 90 Alain Bamberger a proposé des couches
absorbantes parfaitement adaptées qui permettent de ne générer aucune réflexion
parasite. C’est cette approche que nous présentons ici.

A partir de la dimension 2, il faut borner le domaine dans plusieurs directions
d’espace. Nous allons tout d’abord borner le domaine dans une direction. Puis
nous montrerons comment borner le domaine selon plusieurs directions simulta-
nément.
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3.3.1 Les couches absorbantes de Béranger

On repere le point x par ses coordonnées
= (1,20, -, 1) = (x1,2') aveca’ € R" 1. (3.70)

Onnote A’=5>"_,,0?.Ona

i=2n
Au(x) = dfu(z) + Au(z). (3.71)
On effectue la décomposition suivante de la solution
u=u"+u, (3.72)
avec
OPut + 9u =0,
(3.73)
0P+ A'u=0

ou de maniere équivalente

OPul + 9fu! = -9/,
(3.74)
02 + A = —Aul.

La premicere équation peut étre interprétée comme une équation d’ondes dans la
direction z avec un terme source. La seconde est une équation de propagation
d’ondes dans le plan orthogonal au vecteur unitaire e, avec terme source. PlutUt
que d’introduire un terme d’amortissement dans ces deux équations, Alain Bam-
berger a eu I’idée de ne rajouter ce terme que sur la partie en « de ce systeme. On
aboutit au systtme PML

2
(at + g) ul — 92l = 9%,
(3.75)

2,/ 1o, /,,1
orul, — Al = Au,,

avec o > (0 le parametre d’absorption.
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3.3.2 Relation de dispersion dans le domaine de propagation et
dans la PML

Nous supposons que la solution admet la forme suivante
u(x,t) = exp(iwt + ikyxy + ik - 2') (3.76)

et nous cherchons la relation qui relie w € R™, k; € Ret k' € R* L. Dans le
domaine propagatif, cette onde satisfait

O*u(z,t) — O*u(z,t) — Au(z,t) = 0. (3.77)
On obtient donc
( W R+ Hk’H2> expliwt + ikyzy + ik - 2') = 0. (3.78)

On a donc la relation de dispersion pour le domaine propagatif

ki + [[K||” = w®. (3.79)

Ainsi dans le domaine propagatif et a &’ et w fixé, la solution est décomposée en
une onde se dirigeant dans le sens x croissant et une onde se dirigeant dans le sens
x décroissant. Dans la suite, on notera k; le scalaire positif vérifiant (3.79)

exp(iwt — ikyxy + ik’ - ') (ondes propagatives sens x croissant),

exp(iwt + ikyzy + k" - 2') (ondes propagatives sens x décroissant).

(3.80)
Dans la couche absorbante, on recherche la solution sous la forme

p
u(x,t) = exp(iwt + iky 21 + 1k - 27),

ul(z,t) = ay exp(iwt + iky 2y + ik - o), (3.81)

U (z,t) = o exp(iwt + ik, 121 + 1K' - 2').

\
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Afin d’obtenir la relation de dispersion, on écrit le systtme PML

p

u(z,t) = ul(x, t) + o' (z,t),

<8t + 0) 2u1(x, t) — Ofu(x,t) = 0, (3.82)

\ 02 (z,t) — Au(x, t) = 0.

Ceci donne
2
(z’w + 0) ol + k2, =0,
(3.83)

2
(W) o + K2 = 0.
On modifie la premiere ligne pour obtenir
2 i0)2
(i) ot + g o,
<iw + U> (384)
2
(m) o + |K|? = 0.

Comme o' + o/ = 1, il suit la relation de dispersion dans la PML

(m)z + ('L)z)%’l + ||K|> = 0. (3.85)
w + o

A w et k' fixé, on a deux ondes planes amorties

exp(iwt — ik, 121 + tk" - 2") (propagation dans le sens x; croissant),

exp(iwt + ik, 121 + k' - 2') (propagation dans le sens z; décroissant),

(3.86)
avec o
ks = (1 + .—) K (3.87)
o)

le complexe de partie réelle positive et de partie imaginaire négative.
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3.3.3 Etude de réflexion-transmission par ondes planes : PML
non bornée

Dans cette section nous montrons que la couche absorbante ne génere aucune
réflexion lorsqu’elle est de longueur infinie. Nous considérons ici une situation
simplifiée. Dans le demi-espace x; > 0, la fonction u vérifie une équation d’ondes

Otu(z,t) — 2u(w,t) =0 pourx; > 0. (3.88)

Le demi-espace x; < 0 est constitué d’une couche absorbante

(

Up(z,t) = ul(z,t) +ul (z,t),

2
<8t + 0) ul(z,t) — Ouy(x,t) =0, (3.89)

\ O2ul (x,t) — Aug(x,t) = 0.

Ces deux domaines sont reliés par la condition de transmission

u(0,2',t) = uy (0,2, t),
(3.90)

(at v a) Dyu(0, 27, 1) = 8,0,us (0, 2, ).

Nous éclairons le demi-espace x; > 0 par une onde plane incidente de pulsation
w se propageant de le sens z; décroissant

exp(iwt + ikyxy + k" - 2')  pour zy > 0. (3.91)

Au niveau de I’interface cette onde va se réfléchir et se transmettre pour donner
naissance a une onde réfléchie et a une une onde transmise. La solution dans le
demi-espace x; > 0 prend la forme

u(x,t) = exp(iwt + kyz1 + k' - ') + Rexp(iwt — kyxq +ik" - 2').  (3.92)

Dans le demi-espace z; < 0, la solution est seulement constituée par 1’onde trans-
mise

uy(z,t) = T, exp(iwt — kyq21 + ik" - 2'). (3.93)
Les scalaires k; > 0 et k,; vérifient
R M et k= g (3.94)
1w
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Nous allons déterminer les amplitudes des ondes R et T, a I’aide des condi-
tions de transmission (3.90). Aprés avoir divisé par exp(iwt) ces relation s’ écrivent

1+R="T,,
(3.95)
(iw + a)ikl (1 - R) - <m)¢ko,ng.
Il suit gr 7ce a (3.94)
1+ R=T,,
(3.96)
1-R=T,.

La résolution de ce systeme fournit 7, = 1 et R = 0. La couche PML infinie ne
génere aucune réflexion.

3.3.4 Etude de rélexion-transmission : PML bornée

Nous recommencons 1’étude précédente dans le cas d’une PML bornée. Nous
considérons une fonction solution (3.88), (3.89) pour z; > 0, de (3.90) pour z; €
[—L,, 0] et qui vérifie d’autre part une condition de Dirichlet en z; = —L,,

Uy(— Ly, ' 1) =0 (3.97)

Le demi-espace x; > 0 est éclairé par une onde plane se propageant dans le sens
1 décroissant

exp(iwt + ikyzy + ik’ - 2) (3.98)
A I'interface avec la PML, cette onde incidente donne naissance a une onde trans-
mise et une onde réfléchie qui va elle méme se réfléchir en xr1 = —L. Dans le

demi espace x1 > 0, nous avons
u(z,t) = exp(iwt + ikyzy + ik" - ') + Rexp(iwt — ikyzy +ik" - 2').  (3.99)
De méme dans la bande x; € [—L,, 0], nous avons
u(x,t) =T, exp(iwt+ik, 121+ ik"-2") + R, 1 exp(iwt —ikyzy +ik'-2") (3.100)

Les conditions de transmission (3.90) s’écrivent alors

1+R:T0+R07

(z’w n 0>ik1 (1 _ R) _ (m)mml (Tg _ Rg>.
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On en déduit a I’aide de la relation de dispersion

1+R:T0+R07

1-R=1T1,—-R,.

(3.102)

Il suit 7, = 1 et R = R,. Pour conclure nous relions 7, et R, a 1’aide de la

condition de Dirichlet en x = — L.

T, exp(iwt — ik, 1L, +ik" - ') + R, exp(iwt + ik, 1 L, +ik" - ') = 0. (3.103)

En divisant par exp(iwt + ik" - 2’) on a
T, exp(—ik,1Ls) + R, exp(ik,1L,) = 0.

En tenant compte de k,; = k; <1 + %) Al suit

kioL, . kyoL,
T, exp < —tk1Ly — 19 ) + R, exp (zk:lL + 17 ) =0
w
On a donc obtenu
2ki0L,
R, — exp ( — ik, L, — 27 )Ta.
w

On a donc obtenu toutes les amplitudes des ondes planes

R = exp ( — 22’/{:1[/0) exp ( — —legL"),

Ry = exp (= 2k L ) exp ( — 2zke ).

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

On remarque que la réflexion sera d’autant plus faible que le produit oL, est
grand. D’autre part, le nombre d’ondes k; € [0,w] est d’autant plus petit que
I’onde est rasante. La formule (3.107) révele que plus 1’onde est rasante plus elle

est réfléchie par la PML.
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3.3.5 Les PML dans toutes les directions d’espace

Nous cherchons a calculer les valeurs de la fonction « solution de

Ou(z,t) — Au(z,t) =0 pourz € R"ett > 0,
(3.108)
u(z,0) = ug(x) et Ou(x,0) =wuy(z) pourx € R™
dans le domaine
Q=[-L,L]" (3.109)
entouré par une couche PML Q, \ Q avec
Qy = [—Ls, L,|". (3.110)

Nous allons reformuler ce probléme en décomposant sa solution en n fonctions v’
vérifiant

U(:L’,t) = Ul(x,t) +e —I—Un(l‘,t)’
3.111)

OPui(x,t) — Otu(x,t) =0, Vie[l,n],

avec
r= (21, ,Tp). (3.112)

Dans la PML nous allons ajouter un terme d’absorption a 1’équation régissant v’
si |x;| > L. La PML est décomposée en n zones qui se recouvrent

0 = {erg:w >L}. (3.113)
On note Q' le "complémentaire” de )’ inclus dans le domaine de calcul

O = {erg |l <L}. (3.114)
L interface entre 2/ et Q' est notée

ri = {x €, || = L} (3.115)
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Le systeme PML s’écrit

/

(1) = wl (1) + -+ + (2, 1),

02l (z,t) — 2uy(x,t) =0, pour z € 0,
(3.116)

2 4
<8t + a) ul (z,t) — OPu,(z,t) = 0, pour x € {2

(075 + 0) Ol |qi(x,t) = 00l | (x,t), pourz € I'’.
La PML est fermée a I’aide d’une condition aux limites par exemple de Dirichlet

Uy (z,t) =0, pour x € 0S),. (3.117)

3.3.6 PML a profil parabolique

C’est la techinque la plus souvent utilisée en pratique. Le bon point de vue est
de revenir a la formulation d’ordre 1 de I’équation des ondes

_Ul(x)_
u(z) =u'(x) +---+u'(x) et wvx)=| ... (3.118)
v ()
La formulation PML s’écrit alors
(@ + a(xi)>vi(x, t) = Ou(x,t), pour z € R™ett > 0,

(3.119)
<8t + a(xi)>ui(x,t) = v (z, 1), pour z € R™ett > 0.

62



avec o le profil d’absorption définie par

s—L)?
o(s) = O’O(L—2>, Vs > L,
Iy Vs € [-L, L], (3.120)
L 2
\ [oa

La couche PML est fermée par une condition de Dirichlet
Uy(z,t) =0  sur 08, (3.121)

Le profil o étant régulier aux interfaces de la PML, les fonctions ' et v sont
continues.

3.4 Les Conditions aux limites absorbantes en di-
mension n > 2

3.4.1 Présentation de quelques conditions aux limites absor-
bantes sur une surface plane

En dimensions n, de nombreux auteurs ont dérivé des conditions aux limites
absorbantes. Nous présentons ici les conditions historiques d’Engquist et Majda []
qui ont proposé les conditions aux limites absorbantes suivantes et ont démontrés
qu’elles étaient associées a des problemes bien posés.

OPu(z,t) — Au(z,t) =0 (3.122)
La condition aux limites absorbantes d’ordre 7 s’écriten z = —L
<81 . 81,) w(=L, 2", t) =0 (3.123)

La condition aux limites absorbantes d’ordre ¢ s’écriten x = L

<81 + aa;)iu(L, 2 1) =0 (3.124)
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Les conditions absorbante d’ordre 1, 2 et 3 s’écrivent

(

Ordre 1 : (at - 81)u(—L, 2 t) =0,

Ordre2: (8 = 2010, + 0% )u(~L,a',1) =0, (3.125)

Ordre 3 ; (a,? — 30,02 + 3020, — a§>>u(—L, 2, t) = 0.

\

En pratique, il n’est pas facile de discrétiser des dérivées partielles d’ordre supé-
rieur 2 1 en z7. C’est pourquoi, on remplacera les dérivées 97 pour p > 1 a I’aide
de I’'identité

Oz, t) = (83 — A’)u(x,t) avecx € Qett > 0. (3.126)

11 suit

(

Ordre 1 : (Gt — 81>u(—L, T, t) =0,

Ordre 2 : (203 — 20,0, — A'>u(_L, Ta,t) = 0, (3.127)

Ordre 3 ; (483 40,07 — 39,0 + 81A’>u(—L, 2o,1) = 0.

\

De méme en x; = —L, on peut réécrire la condition aux limites absorbantes

;

Ordre 1 : <8t + 81>u(L,x2,t) =0,

Ordre 2 : (263 + 20,0, — A/)U(L, 2a,1) = 0, (3.128)

Ordre 3 ; (433 440,07 — 39,A" — 81A’>u(L, T, 1) = 0.

\
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3.4.2 Caractere bien posé des CLA d’ordre 1

Soient 2 C R", ug € D(2) et u; € D(2). On considere le probleme

;

Chercheru : Q x Rt — R

Otu(z,t) — Au(z,t) =0 pourx € Qett >0,

ou ou

- - — 0 > (3.129)
8n(yz:,t) + T (x,t) =0, pour x € 0N ett >0,
u(z,0) = up(x), pour z € ),
@(x, 0) = uy(x), pour z € ).
(Ot

Nous allons montrer que ce probléme admet une unique solution u € C*(R*, L?(Q))N
CHRT, HY(Q)) N CO(RT, HY(A,Q)), avec u € HY(A,Q)) ssiu € HY(Q)) et
Au € L*(9). Nous notons v(z,t) = dyu(z,t). Le vecteur U = (u,v) vérifie

Owu(z,t) —v(x,t) =0 et u(z,0) = up(x)

(3.130)
ow(x,t) — Au(z,t) =0 et  Ow(z,0) = u(x).
C’est a dire
AU (z,t) + AU(z,8) =0 et U(0) = Uy, (3.131)
avec
—v 0 Ug
AU (2,t) = et Up(a) = . (3.132)
0 —Au(z,t) Vo

65



Nous posons

;

H=HY(Q) x L*(Q),

D(4) = {(u,v) € H'() x H'(%) : (3.133)

Au € L2(Q) et dpu(w, t) + v(z,t) = 0 sur 89}.

\

I1 nous suffit de montrer qu’il existe o € R tel que I’opérateur A+ o est maximal
et monotone

(i) Trouvons « tel que A + «f est monotone
(AU, U)H — /Q Vo(z) - Vu(z) + v(z)u(z)ds — /Q Au(e)o(z)dz. (3.134)
La formule de Green
/QVv(x) -Vu(x)dr + /Q Au(z)v(z)dr = " Opu(z)v(z)dz (3.135)

nous permet d’écrire

(AU, U) :—/ U(x)(?nu(m)dx—/v(x)u(w)dz. (3.136)
H 0 Q
d’ou d’apres la condition a la limite
(AU, U) :/ vz(ac)da:—/v(x)u(x)dx. (3.137)
H Gig) Q
On a donc
(AU, U) > / v(z)u(z)d. (3.138)
H Q

Comme 2ab < a? + b2, on obtient

1 1
<AU, U) > ——/uQ(x)dx - —/UQ(x)dx > —lull. (3.139)
H 2 Ja 2 Jq
Ainsi I’opératuer A + I est monotone

(AU YU U>H > 0. (3.140)
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(i) Montrons que A + I est maximal. Il nous faut démontrer que le probleme
suivant admet une solution u € H'(A, Q) et v € HY(Q) pour tout f € H*(Q) et
g € L*(Q)

(

—v(z) + 2u(z) = f(z) pourx € €,

—Au+ 2v(z) = g(x)  pourz € (2, (3.141)
\ %(w) +v(x) =0 pour x € 92

Nous éliminons v(z) = 2u(z) — f(x)

—Au+4u(x) =2f(x) + g(x) pourzx €,
(3.142)

%(m) +2u(x) = f(x) pour x € OS2

L’existence de la fonction u suit du théoreme de Lax-Milgram appliqué a la for-
mulation variationnelle : chercher u € H'(Q) tel que pour tout w € H* ()

/ Vu(z) - Vw(x)dz + 4/ u(z)w(z)dr = / <2f(x) + g(m))w(w)dw.
Q o9 Q

(3.143)
L’opérateur A + I est donc maximal.

3.4.3 Calcul du coefficient de réflexion

Comme pour les PML nous effectuons ici une étude par onde plane. Le demi-
espace x; > 0 est le siege d’un phénomene de propagation d’ondes

Otu(z,t) — Au(z,t) =0 (3.144)
ou de maniere équivalente
Otu(z,t) — Ofu(z,t) — Au(z,t) = 0. (3.145)

Ce demi-espace est fermé en x = 0 par les conditions aux limites absorbantes
d’Engquist et Majda d’ordre ¢

(at - agC)iu(o, 2 1) = 0. (3.146)
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Nous éclairons le domaine par une onde plane se propageant dans le sens z-
décroissant provenant de x; = 400

u(xy, o' t) = exp (iwt—i—iklxl —l—ik’-x') +Rexp (iwt—iklxl —H’k:’-x’) (3.147)
La condition de transmission d’Engquist-Majda d’ordre 7 peut alors s’écrire
(iw— k) + (i + ks ) R =0, (3.148)

Le coefficient de réflexion prend alors la forme suivante

R = —M (3.149)

o)

En notant § € [0, w/2] I’angle d’incidence de I’onde plane (1’angle entre le vecteur
k et ey, 8 = 0 pour une incidence normale et § = 5 pour une onde rasante), nous
avons

cos(0) = % (3.150)
I1 suit . 0) 0
(2SN i (Y

= (1 + COS(Q)) =~ tan (2) (3.151)

Remarquons que le coefficient de réflexion est nul pour les ondes a incidence
normales et 1 pour les ondes rasantes. D’autre part plus ’ordre de la CLA est
élevé plus le coefficient de réflexion est petit.

3.4.4 Conditions aux limites sur une surface sphérique

Les conditions aux limites absorbantes d’Engquist et Majda (d’ordre supérieur
ou égal a 2) peuvent poser des problemes lorsque 1’on doit borner le domaine dans
plusieurs directions. La présence de coin peut en effet provoquer des instabilités
numériques.

Une idée naturelle consiste a poser cette condition aux limites sur une sphere
de rayon p. C’est cette approche qu’ont développé Bayliss et Turkel [].

Coordonnées polaires et sphériques. En dimension 2, nous notons r > 0 et
0 € [0, 27| les coordonnées polaires

xy =rcos(f) et xy=rsin(theta) (3.152)
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Le laplacien en coordonnée polaire s’écrit alors
1 1.,
Au(x) = (—&7‘8 + —289>u(7“, 0). (3.153)
r r

En dimension 3, nous notons r > 0, § € [0,7] et ¢ € [0,27[ les coordonnées
sphériques

1 =rsin(f) cos(p), 1z =rsin(f)sin(p) et x3=rcos(d). (3.154)

Le laplacien en dimension 3 s’écrit

1 1
Au(x) = (56» (r*0,u) + ﬁA,) (r,0,¢) (3.155)
avec 1 1
I . 2
A= —s ( 9>89(51n(9)89u) + ( 9)3¢u (3.156)

Les conditions aux limites absorbantes de Bayliss et Turkel Elles s’écrivent
pour x sur la sphere r = pett > 0

( n—1

% )u(x, t),

Lou = <8t + 0, +

3.157
"1 (3.157)

2p

)Lm_lu(x, t),

2
Lmu:<8t+8T+—p+
p

\

avec m |’ordre de la condition aux limites et n la dimension de I’espace R" sur
lequel est posé I’équation des ondes Les deux premieres s’écrivent en dimension
2

1
Ordre O : (@ + 0, + §>u(:p, t) =0,

(3.158)
5 1
Ordre 1 : <8t + 0, + 5) (&, + 0, + §>u(m,t) =0,
et en dimension 3
1
Ordre O : <(9t + 0, + ;)u(:c, t) =0,
(3.159)

Ordre 1 : <8t + 0, + 2) (@ + 0, + %)u(m,t) = 0.
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3.5 Analyse des conditions de Bayliss et Turkel en
dimension 3

Nous considérons une solution u de I’équation des ondes
Otu(z,t) — Au(z,t) = f(r)exp(iwt) (3.160)

Résolution de I’équation des ondes harmoniques sur une couronne par sé-
paration de variable Nous allons appliquer ici une technique de séparation de
variable. Au niveau mathématique, cette technique peut étre justifiée a 1’aide de la
théorie des opérateur autoadjoints. Nous adoptons le point de vue des praticiens
qui permet de mieux faire ressortir les concepts sans s’attarder sur des points pu-
rement techniques.

Nous considérons une fonction u(x,t) = w(x) exp(iwt) qui vérifie I’équation
des ondes dans une couronne de la forme

La fonction w vérifie
1 1
wiw(r, 0, o) + — 0 <r28rw(r, 0, gp)) + —2A'w(r, 0,¢) = 0. (3.162)
r T
Nous recherchons w sous la forme

w(r,8,p) = f(r) Y(0,¢). (3.163)

11 suit

S f0,0) + 0, () Ay (o)
= — . (3.164)
f(r) Y (0, )
Le membre de gauche ne dépend pas de 6 et ¢ tandis que le membre de droite ne
dépend pas de r. C’est pourquoi, ils sont tous les deux constants.

WArif(r,0,0) + 0, (r28rf(r))

_ 3.165
G (162
. A'Y (0, )
y P
_arle) 3.166
Y (0, ) ( )
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Le couple A, Y est un mode propre du laplacien transverse —A'. 1 est alors bien
connu que les valeurs propres sont de la forme

A =L(0+1) avec / € N. (3.167)

et que I’espace propre associé est de dimension 2¢ + 1. On utilisera pour repré-
senter les fonctions propres les harmoniques sphériques qui forment une base des
fonction L? de la sphere

Yim(0,¢) avecl € Netm e [—£,1]. (3.168)

Les premieres harmoniques sphériques sont données apres normalisation

/

2\ 2
Y5 2(0,0) = 11 /15 sin® g e 2, (3.169)
Yy ' (0,) = 14/22 sinf cosf e,

1

2
Y2(0,p) = %\/5(3(:0329 - 1),
Y3 (0, ) = 54/ 32 sinf cosf e,

Y7(0,0) = 1/ 22 sin® 6 e*%.

La partie radiale ne nécessite aucune fonction spéciale. Elle vérifie

\

W2 f(r) + 0, (r20,1(r))
7(r)

Cette équation différentielle ordinaire étant d’ordre 2, I’espace vectorielle de ces
solutions est d’ordre 2. Il est aussi bien connue que deux solutions sont données

=((0+1) (3.170)
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par

1 e, exp(iwr) 1 e, exp(—iwr)
foo(r)y=r(=d,) (——) et foi(r)=1"(=d)) (——).
r r r r
(3.171)
et sont proportionnelles aux fonction de Hankel demi entiere. Dans la couronne
Pmin < 1 < p, la fonction u(x,t) est donnée par

u(r, 0, ¢, 1) ZZ (e (1) Yam(8,0) + Brmer(r)Yem(0, %)) (3.172)

£=0 m=—¢
avec ‘ .
so(r,t) = rg(%dr)f(eXp(wi_ iwr)y (3.173)
et ] )
eo(r,t) = r’f(%dr)f(‘”q;)(“‘”;fr W)) (3.174)

La premiere partie est une onde entrante car elle se propage dans le sens r
décroissant. La deuxieme partie est une onde sortante car elle se propage dans le
sens 7 croissant.

Nous développons alors I’ensemble des termes radiaux. On obtient

.

exp(iwr — iwt)
Z Clp rl4p ’

(3.175)

¢ : :
exp(iwr + iwt)
se(r,t) = Z Stp Ee

\ p=0

Effet de la condition de Bayliss Turkel sur les ondes sortantes. Nous reprenons
la configuration précédente et fermons le domaine a I’aide de la condition aux
limites de Bayliss-Turkel. Nous allons ici étudier 1’effet de la condition aux limites
absorbantes de Bayliss-Turkel sur les termes sortants de (3.172). Commengons par
remarquer

(at N 3r> <exp(iwt - iwr)) _ p+l (exp(iwt - iwr)) (3.176)

rpt+1 r rptl

La condition de Bayliss-Turkel d’ordre 0 appliquée a un terme sortant s’écrit donc

exp(iwt — iwr) exp(iwt — iwr)
LO( rp+1 > =P rp+2 . (3177)
De méme pour I’opérateur d’ordre 1, on a
exp(iwt — iwr) exp(iwt — iwr)
Ll( e ) =Pl -p)— 5 (3.178)
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Puis par récurrence, il suit

"
= (=p)(1=p)-- (m—p) eXp(:;i%mW). (3.179)

I exp(iwt — iwr)
" ( rptl >

Ainsi nous remarquons que pour p € [0, m],

exp(iwt —iwr)y
Ln(FE ) =0, (3.180)
On a donc
Li(s)) =0 VL€ [0,m]. (3.181)

L’ opérateur absorbant de Bayliss-Turkel d’ordre m est donc transparent pour les
ondes sortantes d’ordre inférieure ou égale a m.
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Chapitre 4

I’équation de Helmholtz dans
I’espace libre

4.1 Introduction

Dans ce premier chapitre consacré aux phénomenes de propagation d’ondes
établis, nous nous placons dans I’espace libre (ceci permet un exposé un peu
moins technique des résultats a 1’aide des fonctions de Green). Nous notons [
le d’alembertien :

1 0%
Ov(x,t) = —Av(x,t) + ——==(x,1). 4.1
(%,8) = =Av(x, 1) + 5 20 (%, 1) @1

Nous nous intéressons aux problemes de D’ Alembert
Ou(x,t)(x,t) = f(x,t) Vxe€R® etteR (4.2)

dont les solutions et les termes sources ont une dépendance temporelle harmo-
nique

v(x,t) = R (uk(X) GXP(—Wt)) )
4.3)

g(x,t) = R (f(x) exp(—iwt)) :

Les deux fonctions uy, : R® — Cet f : R® — C sont appelées les phaseurs
de la solution et du terme source. Ils sont reliés par 1I’équation de Helmholtz qui
prend la forme

—Aug(x) — Kup(x) = f(x) aveck = % (4.4)
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Privé de ses conditions initiales, le probleme de d’ Alembert est mal posé : il n’y a
plus unicité de sa solution. En effet, les ondes planes sont solutions de I’équation
des ondes homogene (k € R? avec | k| = £)

u(x,t) = cos(k-x — wt). 4.5)

De méme, le probleme de Helmholtz est lui aussi mal posé. 1l est facile de construire
des solutions homogenes en considérant les phaseurs des ondes planes

ur(x) = exp(ik - x). (4.6)

D’autre part, il n’y a pas génériquement existence de solutions dans 1’espace de
Sobolev H'(IR?) mais seulement dans un espace beaucoup plus grand : I’espace
des fonctions localement H'*

H (R?) = {u R —C : pue H'(RY Vpe D(R3)}. 4.7)
Dans ce chapitre, nous montrons comment il est possible de définir de maniere
naturelle une solution dite sortante de 1’équation de Helmholtz en s’appuyant sur
des arguments physiques. Nous présentons plus particulierement les bases mathé-
matiques de cette théorie sous trois points de vue équivalents : la condition de
radiation de Sommerfeld, le principe d’amplitude limite, le principe d’absorption

limite.

La condition de radiation de Sommerfeld Cette approche consiste a garantir
I’unicité de la solution de 1’équation de Helmholtz en imposant a I’infini a la
solution de I’équation de Helmholtz la condition d’ondes sortantes ou de radiation
de Sommerfeld qui s’écrit

.

R—+o00

/ lup(x)*dsx = O (1),
{lIxll=R}
(4.8)

1
(0 — ik)ug(x) dsx = O (=).

Formellement, ces deux conditions consistent a assurer que la solution admet le
comportement suivant a 1’infini

x .\ exp(a|k]l[x][)

00 = )

(0. (4.9)

Ar|[x|| ¢l =00 |||
En domaine temporel, cette expression devient

x_\ exp(i]|k|lllx|] — iwt)

)

v(x,t) = §R<uoo( (ﬁ)). (4.10)

47 ||x || x| —+o0 " |
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Cette expression correspond a une onde sphérique se déplagant a la vitesse ¢ > 0
dans le sens ||x|| croissant.
Le but de la section 4.2 est de démontrer le théoréme suivant

Théoréme 4.1 Pour tout f € L*(R3) a support compact, il existe une unique
fonction u;, € HL_(R?) qui vérifie la condition de radiation de Sommerfeld (4.8)

loc

et I’équation de Helmholtz

—Auy(x) — k*ug(x) = f(x), vx € R®. (4.11)

Le principe d’amplitude limite Cette approche consiste a étudier le comporte-
ment en temps long de la solution du probleme

;

1 0°
— Av(x,t) + — a—t;j(x, t) = g(x,t), pourz € R3ett >0,
c
] v(x.0) =0, pour x € R?, (4.12)
dw(x,0) =0, pour x € R3,

\

pour un terme source ayant une dépendance temporelle harmonique

g(x,t) %(f(x) exp(—iwt)) vt >0,

(4.13)

g(x,1) 0 Vvt<O.
avec w = kcet f € L?(R?) a support compact. Cette approche sélectionnera la
solution sortante en introduisant de la causalité.

La section 4.3 donnera un cadre mathématique a cette approche. On y démon-
trera le théoreme suivant

Théoréeme 4.2 On a

lim HU(X, t) — %<Uk(x) exp(—iuﬂf)) ‘

t—+o0

= 0. 4.14)

LS (R3)

avec uy, : R* — C la fonction définie par le théoréme 4.1.
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Le principe d’absorption limite Cette technique consiste a introduire un pe-
tit parametre d’absorption € > 0. On définit alors la solution variationnelle de
I’équation coercive

Trouver uy, ;. € H'(R3) tel que :
(4.15)

~Aupsia(x) — (b +ie)usic(x) = f(x)

On fait alors tendre le coefficient d’absorption ¢ vers 0% pour définir la solution
sortante de 1I’équation de Helmholtz. Du point de vue physique cette technique
consiste a introduire le phaseur de la solution du probleéme d’ondes amorties

1 0% 2¢ Ov

—Av(x,t) + S——(x,1) + ——(x,t) + v(x,t) = g(x,t 4.16
V) e () Sl + X)) = glxt) @416)
Le terme de frottement introduit alors de la causalité et permet de sélectionner les
ondes sortantes. L’ objectif de la section 4.4 est de donner un cadre mathématique

a ce principe en démontrant le résultat suivant

Théoreme 4.3 On a

lim
e—0T

=0 (4.17)

Uk+ie — Uk’ Lo()

avec uy, : R® — C la fonction définie par le théoréme 4.1.

4.2 La condition de radiation de Sommerfeld

4.2.1 Fonction de Green et existence de solution sortante

Dans cette section nous démontrons 1’existence d’une solution sortante de
I’équation de Helmholtz a 1’aide des fonctions de Green.

Lemme 4.4 Si u et Au sont dans L2 .(R®) alors u est dans H\,

(R?)
Démonstration :

Soit B la boule de rayon R et B’ la boule de rayon 2R. Par densité, il suffit de
montrer qu’il existe une constante C' > 0 tel que pour

HVUHLQ(B) S C <HUHL2(B’) + HAuHLQ(B’)); VUED(Rg) (418)
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Soit y une fonction € D(R?) tel que x(x) = 1 dans B et x(x) = 0 hors de B’
décroissante suivant r. D’apres I’identité de Green, on a

/ | Vxul?dx = — / A(xu) xyudx, Yy € D(R?) (4.19)

R3 R3

On peut alors évaluer le terme a la droite de 1’égalité en développant le laplacien
A(xu) = xAu + 2 Vy - Vu+ uAy. (4.20)

Il suit que
YA(u) = x*Au + 2 Vy - V(xu) + (XAx—ZVx-V)(>u. 4.21)

On peut alors injecter cette derniere expression dans (4.19)
/ | Vxul|?dx = —/ Yulu + 2 Vy - V(xu)u
R3 R3

+ (XAX —2Vy - Vx> uldx, Vx € D(R?) (4.22)
Comme || x|, (r3) = 1, on obtient
IVxulZams) < llullram |Aullzs)

+ 20 [IVxullp lullrewy + Co llullla)- (423)

avec Cy = || Vx||zoo(rs) et Co = [|Ax|| poo(rs). Comme ab < “2245’2, on a
IV XUl 72 s
IVxulfam) < ——5
2
1 [ Aull7
+ (5 +2C2 + Gy lulfam + A @24
Il suit que
IVxull?gs 1 [Aul|72
#() < (5 +202 + 02) ull225 + T() (4.25)
Comme y = 1 dans B, il suit
||Vu||L2(B) S ||VXU||L2(R.3) (426)
On déduit (4.18). Ceci termine la preuve de la proposition. |
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Pour tout k& € C, on introduit la fonction G}, : R3\ {0} — C

exp (ik|x|])

Gir(x) = (4.27)

A

Lemme 4.5 Pour tout k € C, la fonction Gy, est une solution fondamentale de
Iopérateur — A\ — k2, ie.

~AGy — k*G), = 6(x) dans D'(R?) (4.28)
Démonstration :
Remarquons tout d’abord que G, est un élément de D'(R?) car G}, € Li (R?).

loc
Soit ® € D(R?). Nous raisonnons au sens des distrbutions

<AGk + K2GY, <1>>R3 - /R Gi(x) <A<I>(x) + k2<b(x))dx

(4.29)
= lim I,
e—0
avec . donné par
I = / G (x) (A@(x) + k:2<I>(x)>dx. (4.30)
{llx[I>e}
D’apres la formule de Green, on a
I. = / Gr(x) (A@(X) + kzq)(x))dx
{lx[I>e}
_ / (AGH(x) + Gi(x)) B(x)dx 4.31)
{llx[l>e}
0P 0G,
+ Grp(x)—(x) — —(x)P(x)dsx
[ GG = G

Il ne nous reste plus qu’a évaluer la derniere ligne car AGy(x) + k*Gr(x) = 0
hors de I’origine. Comme ® est C*°, on a

(x) = 3(0) + O (x]) et 83x) = O (1) (4.32)

lIx[[—=0 lIx[[—0

De méme, la fonction de Green vérifie

1
Gr(x) = —
) = 2

0 (-

—+ -
dr||z][?  Ixl—0 ||x|]

) et 0Gi(x) = ). (4.33)
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I1 suit

) 1
I. = —/ (0)2dsx +/ O (+—)dsx
{ixll==3 47| {ixi=ey Ixli=0" [[]] (4.34)
= —®0)+ o (1)
e—0
Ainsi, on a
<AGk+k2Gk,CI>> = —3(0) (4.35)
Ceci termine la preuve. ]

Proposition 4.6 Soient k € R et f € L*(R®) a support compact. La fonction
ug(x) = Gy, * f(x) vérifie

(

ug € Hlloc(R3>7

—Aug(x) — K up(x) = f(x) Vx€R?

(4.36)
lu(¥)?dsx = O (1),
/{|xR} R=rtoo
/ (0 — ik)up(x)Pdsx = O (i)-
C J{jxl=R} Ry+oo” 2
Démonstration :
Par définition, la fonction u;, : R? — C est donnée par
exp(ik|lx — y||)
ux:G*fx:/ f(y)dy. (4.37)
K = Ger I =yl Y

La théorie de la convolution dans D’(R?) nous permet d’obtenir que uy, est une
solution de I’équation de Helmholtz inhomogene

—(A+E)(Grx*f)(x) = —(AGr+k*Gp) x f(x) = 6% f(x) = f(x). (4.38)

Nous remarquons aussi que u;, € H2_(R3) d’apres le lemme 4.4. Comme le sup-
port de f est borné, il existe un réel positif p tel que la boule de rayon p contienne
le support de f. Pour tout y dans le support de f et pour tout x tel que ||x|| > 2p,

on a

Il I x I
Il = il = B By B 2 Il 59
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En majorant I’expression (4.37), il suit

1
o] < g [ 1r)lay (4.40)

On integre cette expression sur la sphere de rayon R

‘AWRJquﬁE& S'%péJfW”@02::R§LJU- (4.41)

De méme, on a pour ||x|| > 2p

Vi _)/‘wpww yl) X—y<m_
Hx RS Ix =yl

M) fly)dy (4.42)

exp(iblx—yl) x—y x /1
Oy = k——— dy (4.43
i (x) A; e e 4 P ol e DECL GRS

() — k) = [ SPEEEYD XY Xy

RS Am Ix =yl
exp(ik[[x — yl]) X—y X
1 - ik f(y)dy
.434WW—Y“ < HX—ﬂIHH> i)

Il suit I’inégalité

|0 (x) — ikuk(x)‘ < /R3 ﬁd},

|f(y)l X—-y X
+ k/ 1— . dy.
m4ﬂk—YH< HX—YHHXM
(4.45

Nous remarquons alors que

_ X7y i;(x - x—y>. X (4.46)
=yl ] X[l ==yl x]]
Il suit d’apres I’inégalité de Cauchy-Schwartz
EREIE . 7
R REIE e
Comme
X  x-y _ wx—ﬂ%ﬂkw X y 4.48)
X[l [x =yl =yl 7l lx =yl
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on a

T P
[x =yl Il Ix=yll Tl lx =yl
D’ou d’apres I'inégalité triangulaire, on obtient
Ix =yl [l [x =yl Il lx=yll = [x=yl
On déduit de (4.39) et (4.45) que
. (1 + 2k[ly[DIf(¥)!
O un(x) — ikug(x)| < / d 451
) =tk < f ey ¥ @D
On déduit de (4.39)
142k 1
RS m Il

En intégrant sur la sphere de rayon R, on a

/{”x”R}‘(ar—ik)uk(x)rdsx < /yf ay) (1 + p)2

R—>+oo( R? )
(4.53)

Pour déterminer le cadre fonctionnelle de la fonction uy, nous avons besoin
d’un résultat classique de la théorie du potentiel newtonien.

1 1
Proposition 4.7 Soient Gy(x) = ———, Hy(x) = prE et g € L*(R?) a
X

support compact. Les fonction w, : R* — C et h, : R* — C définies par
wy(x) =Go*xg(x) e hy=Hyxg (4.54)
vérifie w, € LS(R?), h, € L*(R?) et
—Aw,(x) =g(x) Vxe€R® et Vw,=—h,. (4.55)
Démonstration :

C’est un résultat classique de la théorie du potentiel newtonien dont on rappelle
une preuve directe.
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D’apres la proposition 4.5, la fonction Gy est une solution fondamentale du
laplacien. D’autre part, on a VGy = —H,. Il suit que wy, = G * g vérifie (4.55).
Montrons maintenant que w, est dans L°(R?) Soit x € C*°(R?) une fonction qui
vaut 1 au voisinage de 0 et 0 au voisinage de 1’infini. Remarquons que d’apres
I’inégalité de convolution de Young (g € L'(R?) car g € L?(R3) et g a support
compact.

(xGo) xg € LS(R?) car xGo € L2(R*) et g € L*(R?), (4.56)

(1 =x)Go)xge L5(R?) car (1—x)Go € LS(R*) etg e L' (R?). (4.57)

On en déduit que w, = xGo * g + ((1 — x)Go) * g est dans LE(R?).
De méme, on a h, € L*(R?) car

(xHo) xg € L*(R*) car YH, € L'(R® et g e L*(R?), (4.58)

(1 —=x)Ho)*g € L*(R*) car (1—x)Hy € L*(R*) etge L'(R?). (4.59)

Ceci termine la preuve. |
Proposition 4.8 La fonction u, = Gy, * [ est dans [’espace

ukGHl

loc

(R?), up € LY(R?) et Vuy, € L*(R?). (4.60)
avec u(x) = uk(x) exp(—ik||x||)
Démonstration :

Une borne supérieure de (4.37) est donnée par

f¥)]
ukx‘ g/ ————dy = wy(x (4.61)
’ (x) s Am|lx — v |f|( )
On déduit de la proposition 4.7 que uj, € L5(R3). Comme —Auy, — k*uy, = f
dans R3, il suit qu’a la fois uy, et Auy sont dans L? (R?). On déduit du lemme 4.4
que uy, € H (R?).
Nous remarquons que

exp(ikr) Vug(x) = Vu, — ik ug(x) (4.62)

X
[l
Cette expression se calcule a I’aide des formules de représentation

un(x) = / Gelx-y) fy) e Vi) = [ VGix-y) fy)
B . (4.63)
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VG (x) — exp(ik:r)( 1 N zk’) X (4.64)

SN (N L S R

il suit que

R, exp(ik]x —y|)) x—y
exp(ikr)Vug(x) = / f(y)dy
(k) Vi (x) RS 4ﬂX—ﬂP|B—YH()

. / exp<zk|rx—yr|><|x—y - ) F)dy.

Amllx =yl Mx—yll (x|
(4.65)
En majorant, on obtient
vael = [
W4MR—YH
(4.66)
|f(y x
+ ok / H de.
m4ﬂk—yHHX—ﬂllkH
On déduit alors de (4.50) que
~ 1+ 2k
ol = [ EE2ENL Iy g wen
RS drm|lx — |

avec g(y) = (1 + 2k||y||) | f(y)] et Ho(x) = W' Comme f est un élément de
L?(IR3) a support compact, g est aussi a support compact dans L?(R3). D’apres la
proposition 4.7 il suit que V1, € L?(R3). |

4.2.2 Unicité de la solution sortante de I’équation d’Helmholtz

L’unicité de la solution sortante de 1’équation provient du Théoréme de Rel-
lich :

Théoréme 4.9 (Théoréme de Rellich sur tout R®) Soir k > 0. Si uy, € LE (R?)
vérifie

—Aup(x) — kK up(x) = 0 Vx € R3,

R—+o00

/ lur(x)Pdsy = O (1), (4.68)
{IxI=R}

1
87’ - Zk U (X 2d8x = O — ).
( ]QX~Jﬂ|( Jui(x)| 9. ()

alors la fonction uy, est identiquement nulle.
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Démonstration :

Remarquons tout d’abord que u;, € H,. (R3) d’apres le lemme 4.4. D’autre part,

loc
ses trois dérivées partielles vérifient
Oy, € LY (R?) et Adyuy + k*Opuy, = 0. (4.69)

D’apres le lemme 4.4, il suit que O;uy, € HL _(R?). Ainsi uy est un élément de

loc
H _(R?). On a d’apres la formule de Green

loc

/ |V, (x) ] + Aug(x)ug(x)dx = / ug(x)0pug (X)dsx.  (4.70)
{Ixll <R} {Ilxll=R}}

11 suit
/ |Vuk(x)|2—k‘2|u;€(x)|2 :/ uk(X)(@T—ik:)uk(x)+ik|uk(x)|2dsx.
{lIx[|<R} {lIx[|=R}
4.71)

On note 4y, : R? — C la fonction définie par

~ u(x)

Up(x) = ——-2—. 4.72)

) = kA

Il suit de 'identité Vuy, + ikuge, = exp(—ik||x||) Vui que
/ Vi +iktye, |* —k*|ug|*dx = / O\ Upty + ik|Ug*dsy. (4.73)
{lIxll <R} {lIxll=R}
Ceci se simplifie en

/ Vi + ik (705 — 0 ) dx = / DT + k| dse.
{lIx||<R}

{lxlI=R}
(4.74)
En prenant la partie imaginaire, on a
0 — / 0T — T + 20|72y 4.75)
{lixl=Rr}
On déduit alors que
{lIxll<r} {lIxl<Rr}

et par conséquent

/ IV ? + 2K [0 [P dx = / Oty + ik|Ug|?dsy  (4.77)
{lIxl| <R} {lIxl|I=R}
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En prenant la partie imaginaire de cette expression, on obtient

k / ) Ps = —5( / DTN )dse  (4T8)
{lIxll=R} {lIxll=R}
D’apres le théoreme de Cauchy-Schwartz, on a
k HakH%Q({HxH:R}) < Haraknﬂ({leIl:R}) ||ak||L2({HXII=R}) (4.79)
et par conséquent

loxM xl|=
k|| 2 qxp=ry) < H UkHL:{ I=RY) (4.80)

Comme uy(x) = exp(—ik||x||)ur(x), on déduit alors des conditions de radiation
de Sommerfeld que

R , 1
107kl s =ry) = 10ruk — hukllaquxi=ry = , O _(5) (4.81)
et d’apres (4.80)
R 1
akllz2gixi=rn =, O ()- (4.82)

En remarquant que d’apres le théoréme de Cauchy-Shewartz et (4.81) et (4.82)

oy, + ik|Ug|* dsxy = O (=) (4.83)
/{nxn:R} Rytoo” 2
on peut alors passer a la limite sur (4.77)
/ |V * + 2K [0 [*dx = 0. (4.84)
R3
I suit que 7y, et par conséquent u;, s’annulent sur tout R3. |

4.3 Le principe d’amplitude limite

Le probleme (4.12) est bien posé d’apres le théoreme de Hille-Yoshida. Nous
allons étudier le comportement en temps long de sa solution par I'intermédiaire
d’une expression basée sur les fonctions de Green.

Lemme 4.10 Une solution fondamentale du d’alembertien [1 = c%g—; — Aestla
distribution G de D' (R?® x R) est définie par

o d(x,7)
G,P) = ———dsy |dT. 4.85
< ) ‘ /o </{||x||:m} dr||x| ’ ) ! ( )
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Démonstration :

Le d’alembertien au sens des distributions de G est calculé par dualité

(

<DG, ®>R4 - <G, D¢>R3
(4.86)
o o (x,t
— ¢ / (/ De(x, 1) )dsx>dt
0 (xl=cty 47X
\
Il peut aussi etre décomposé de la maniere suivante
1, 1 9 1
A® = 70 - 0, (1°0,0) — A (4.87)
c r r
D’apres la formule de Green sur la sphere, on a
Ar® )
/ ArdlxT), / POT) N (1)dsy = 0. (@88)
Uxll=cty 4 l|x]] {Ixll=cry 4][x]|
Soit ®(r, ) la valeur moyenne de ® sur la sphére de rayon r
D(r,t) = / / (r,0,¢,t)sin(0)dOde. (4.89)
47
Ona
1 D2P(x,t T 020(cr, 0
- gidlxt) . - _ / (1.6,2:7) T cin(0)dbdy
c

{|Ix||=c7} Ar|[x||

O2P(x,
/ T <X7 )dSX
{||Ix||=c7} 47THXH

20,0(x,t
. B,
L J{lIx||=er} 4 ||x||

(cr, 9 LD, T)

/27r
L

27r2 (D
- / / O 07’9’90’T> sin(0)dfdyp.
o Jo 4

(4.90)

et sin(6)dfdy

On peut alors commuter 1’intégrale et la dérivée seconde

;

020

1 S (x, 1
0_2/{||x||=cf} A |||

02d(x,t
/{nxn:cr} A x|

20,0(x,t
/ 000t )
\ J{|x||=cT} drr||x||

)dsx = Z@fa(m’, T),
c

)dsx = c10?®(cr,T), 4.91)
< = 20,9(cr, 7).
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En sommant ces trois expressions, il suit

o) 0 7).
oy ] S er, Tdr

(4.92)

Od(x, t) T 92D 82_ od
92~
/{”x CT,T) — 8 5 —(er, 1) — o (

On obtient

o 02 , 0P 0P
(OG, Q)ps = /o ) — (e, T) — ¢ TW(CT, T) — QCE(CT T)dr. (4.93)

Le calcul de cette intégrale s’effectue en introduisant la fonction
r 0d
U(rt) = -

— 0P
Ca(r, t) — ®(r,t) — TE(T, t) (4.94)

qui vérifie

d 0*® , 0?0 od
p (‘II(CT T)) T o8 —(er, 1) — ¢ TW(CT, T) — 2(:5(07'7 ). (4.95)

Ainsi il suit

T=+00
(0OG, By = [\II(CT r)} — —5(0,0)
7=0
(4.96)
= 9(0,0) ®(0,0)
C’est a dire
OG(x,t) = 6x 6; dans D'(R® x R). (4.97)
|
Lemme 4.11 L’unique solution de (4.12) est donnée par
l[x—yll
b= =
u(x,t) = / 9y iy (4.98)
(x—yll<cty Am[x =¥l
Démonstration :
L’unique solution de (4.12) est donnée par
u(x,t) = G*g(x,t) (4.99)

Le produit de convolution au sens des distributions est défini par

<Gxg,p>pi= (GRG,V)paypsa avec(x,t,y,7) =¢x+y,t+7)
(4.100)
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C’est a dire

oo , X+y,t+7)dyd
Grgp o — c/ </ Jur 9y 7)9051 y,t+7)dy Tdsx>dt
0 (x| =ct} 7|x|]

+o0 t
_ C// (/ 9y, )p(x +, +T)dsx>dtdydr
R+ Jo {Ixli=ct} Arr|x||
(4.101)

On effectue alors le changement de variable
X =x+y, t'=t+71, y=y, p=ct (4.102)

On obtient

400 14
g(Y7 t— _)SD(Xa t)
<Gxg,p>p1 = / / (/ ¢ dsx)dpdydt
. r Jo (x-yl=py  A7llx =yl

_ / /+O° ( / 9yt = (s t) )dpay
®t Jo {lx—yl=p} Ar|lx — y| 103)

On remarque alors que

+00
/ ( / ¢>(x,y,t)dsx>dp = [ o(xy,t)dx. (4.104)
0 fx—yli=p} R

Il suit
Iyl o
<Gxg,o>ps = / / (vt Jelx, )dxdydt
R4 JR3 47T||X yll
eyl (4.105)
¢ Ix=yll
— / (/ 90y - )dy)go(x, t)dxdt
rt Vs Amfx =y
D’ou GG * g est donnée par
lIx—yll
+ — Xyl
G g(x) = / 90y =) 4. (4.106)
re  Arllx -yl
Enfin que g(x,t) = 0 pour tout ¢t < 0, on obtient (4.98). |
Lemme 4.12 La solution du probleme (4.12) est donnée par
u(x,t) = ?R(uk(x) exp(—iwt)) +r(x,t). (4.107)
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avec

ug(x)

‘r(x, t)’

Démonstration :

R3

f(y) exp(ik|x —y])

dmx -yl

[y
< / —‘ )| dy
llx—yl[>ct drllx — y |

dy,

Il nous faut tenir compte ici de la forme particuliere du terme source

9v,t) = R(f(y) exp(—iwt)).

Il suit d’apres le lemme 4.11

u(x,t) = %(exp(—iwt)/

y—x||<ct

= %(exp(—iwt) uk(x)> + r(x,t)

avec

r(x,t) = %(exp(—iwt)/

ly—x|[[>ct

f(y) exp(ik|x —y])

Cette derniere fonction peut étre majorée par

Ceci termine la preuve.

/yx||>ct

1f(y)l

dy.
drf|x — vl

drx -yl

On est en mesure de démontrer le principe d’amplitude limite

Théoréeme 4.13 On a

lim |Ju(x,t) — R(exp(—iwt) ug(x))

t—+o0
Démonstration :

I1 nous suffit de montrer

lim r(-

t—+o0

Ol 6wy

90

=0

||LG(R3) -

f(y) exp(ikllx —yll)
Ty )

dy) .

(4.108)

(4.109)

(4.110)

4.111)

(4.112)

(4.113)

(4.114)



On remarque tout d’abord que
‘r(x,t)‘ <wjp(x) VxeR etVt >0 (4.115)
avec w)y| défini par (4.54) qui vérifie d’apres le lemme 4.7,

< +o0. (4.116)

(IR .
D’autre part comme [ est & support compact, on a

Vx €R® 3t, >0 Vy¢ B(x,cty) fly)=0. (4.117)
Il suit que pour tout x € R3 et pour ¢ > t,

r(x,t) = 0. (4.118)

Ainsi, la fonction 7 (x, t) converge simplement pour ¢ tendant vers I’infini. On peut
alors appliquer le théoréme de Lebesgues. |

4.4 Le principe d’absorption limite

Proposition 4.14 Soient k,c > 0 et [ : une fonction de classe L*(R3) a support
compact. La fonction

erie = Ghyie# f = /eXp((ik_g)Hx_y”)f(Y)dsy (4.119)

r drx vl
est 'unique élément de H'(R3) vérifiant

—Auppic (%) — (k +ie)*upi(x) = f(x). (4.120)
Démonstration :

D’apres le lemme 4.5, G}, est une fonction de Green de —A — (k + ic)?. La
fonction uy, ;. = Gy * f est solution de

Aupric(x) + (k4 1i8)? uppie(x) = (AGHZ-& + (k + 1¢e)? Gkﬂ»a) * f(x)

= G (%) = ~f(x)
(4.121)
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Pour ||x|| > 2r (support(f) C B(0,r)), on a d’apres (4.39)

[x -yl > — “ ” (4.122)

En majorant I’expression (4.119), il suit qu’au voisinage de I’infini

_ellxll
fuesic()| < ep(-%7) /R |f)ldy (4.123)

Il suit que la fonction ug . est donc dans L*(R?). On agit de méme pour le gra-
dient. On a
Vur(x) = (VGpii) * f 4.124)

Comme VG . est exponentiellement décroissant uy ;. est H'(R3). [ |
On est en mesure de démontrer le théoreme 4.3 :

Démonstration :

nous remarquons tout d’abord que

exp (ik||x])

Gk+i€(x) - Gk(x) = A ||X||

(exp(—5||x||) - 1) (4.125)
Il suit que
uk+ig(x) — Uk(X) = (Gk-i—ia - Gk) * f(X)

_ / exp (ik]x — y|)
R3

drx =yl

(exp(—elxll) = 1) f(y)dy (4.126)

On peut alors passer a la valeur absolue et majorer

ukJris(X)_uk(X)‘ < / I exp(—¢||x — y||) —1‘dy (4.127)
rs 47[]x — ||

Comme 0 < exp(—¢|lx —y|) < lona ’exp(—s”x -yl — 1‘ < 1 et par
conséquent
o (3) = k(%) < wip(x) (4.128)

avec w)y| la fonction définit par (4.54) du lemme 4.7.
D’autre part on a pour tout x € R? ety € supp(f) C B(0, p))

exp(—=(lx —yl) = 1| < |exp(—e(lxl] =) — 1 (4.129)
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I1 suit de (4.127)
pie (%) = u(0)| < wip (%) [ exp(—e(xl] = 1)) 1 (4.130)

Comme w)s € L%(IR?) et que le terme de droite de (4.130) tend simplement vers
0 presque partout pour ¢ tendant vers 0, il suit du théoreme de Lebesgues

= 0. (4.131)

hm Huk Uy,
+ie
L5(R3)

4.5 Développement en champ lointain

Nous rappelons que f est une fonction de L*(2) a support compact dans la
boule de centre p

Théoreéme 4.15 On a le développement suivant au voisinage de 1’infini

_exp(ikx]) -
wlx) = S (uoo(x)—i-a(x)) 4.132)
avec
R = e un(R) = / exp (—ik% - y) f(y) dy. (4.133)
[S] RS
et
2p + 4k p?
6ol < Lot [y, orlxl =2 1
Démonstration :
Soit srljx|
T X
_ — ug (R 4.135
= ik ) T (133

Il nous faut montrer que ¢ tend vers 0 pour x tendant vers +oo. Comme u; =
G * f,ona

E -
00 = [ (e ekl =yl = x]) - exp (<ik%-y)) f(y) dy
(4.136)
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Ceci peut se réécrire en e(x) = £1(x) + £2(x) avec

a0 = [ (explib(l =y = lxl) - exp (<% -3)) £13) dy

3 HX—
_ N N
e(x) = [ exp(—ikX-y) f(y) dy
R3 [l =yl
(4.137)
Pour tout ||x|| > 2pet||y|| < p,ona|x—y]| > ||x||—]|y|| > p et par conséquent
I S I SR
Ix =l Ix =yl =yl p
D’autre part, on a
A = |exp(ik(lx — yll — lIx]) — exp (~ik% -y)|
(4.139)
< Jexp(ik(x =yl = x| +% - y) — 1]
Comme pour tout A € R, |exp(iA) — 1| < |A|,ona
A < k- vl - ] + %] (4.140)
Comme ||x —y|?* = ||x||? 2, il suit que
2
Ix = yI? = (Ixll =%-y) + Iyl* - & y)? (4.141)
D’ou, ona

2
= yl? = (x| -%-) \ < Iyl + IRy < 20ly]? < 20° @142

X

D’autre part, pour ||x[| > 2pet [yl < p,ona |y| < 5

‘IIX—yH + [Ixll —Q-Y‘ > [l = Nyl =+ el = [y [l =[] 4.143)

Par conséquent, on a

2
-yt = (I -%v) |,

= k(nx—yn + (Ixl = %-))| = T

(4.144)
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On déduit donc que

lea(x)] <

]l

De méme, on a

I
o(x _/ ~1 1£(y)! dy
=6 = [
Pour ||x|| > 2pet|ly]| < p,ona
by _ Bl vl 2
-yl vl Ixl = T
2
Il suit que
260l < 2 [ 15y pour |x| > 2

Ainsi £(x) = €1(x) + €2(x) vérifie

2
[ 15y pour x] = 2.
R

Ceci termine la preuve.
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Annexe A

Quelques résultats d’analyse
fonctionnelle

A.1 Les opérateurs linéaires non bornés

Dans cette section, H et H' désignent deux espace de Hilbert.

Définition A.1 On dit que U'application A : D(A) ¢ H — H’ un opérateur
linéaire non borné ssi

(i) Le domaine de définition D(A) de A est un sous-espace vectoriel de H
(ii) L’image R(A) de A est incluse dans H’'
(iii) L’application A est linéaire

A(u+ Av) = Au + AAv pour tout u,v € D(A) et X € R. (A.1)

Définition A.2 Le graphe G(A) d’un opérateur non borné A : D(A) C H — H’
est défini par

G(A) = {(u,v) eHxH :ue D(A)etv=Au}. (A.2)

Dans la suite, nous munissons H x H’ de du produit scalaire et de la norme

(

u \
) = \/(U’V)H + (u/:V/)I%W
u’ v/
HxH’ (A.3)
u
= VIl + Il

u’

\ HxH’
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Définition A.3 Soir A : D(A) C H — H’ un opérateur linéaire non borné On
dit que I’opérateur est fermé ssi son graphe est un sous-espace fermé de H x H'.

Dit autrement, A est fermé ssi pour toute suite u,, € D(A) vérifiant

JueHveH U, s u et Auni>u’ (A.4)

ona

ue DA) e Au=u. (A.5)

Dit encore autrement, I’opérateur linéaire non borné A : D(A) C H — H’ est
fermé ssi D(A) muni du produit scalaire (u,v)pay = (u,v)n + (Au, Av)y est
un espace de Hilbert.

Définition A.4 On dit que A : H — H’ est un opérateur linéaire borné ssi c’est
une application linéaire continue de H vers H'.

Proposition A.5 Les opérateurs linéaires bornés sont des opérateurs linéaires
non bornés fermés.

Preuve. Soit A : H — H’ un opérateur linéaire borné. Soit (u,),cn une suite
d’éléments de H vérifiant

JueHveH u, oy etAu, LN (A.6)
Comme D(A) = H et comme A est borné, il suit
ue D(A) et u =Au (A7)

Exemple A.6 1. Les opérateurs de dérivation u(x) + ul?)(x), p > 1, de
domaine HP(R), sont des opérateurs non bornés de L*(R). Ces opérateurs
sont fermés car HP(R) est un espace de Hilbert muni de la norme

[ull 2y + 1P| L2y (A.8)

2. Les opérateurs de dérivation u(x) — u'P)(x), p > 1, de domaine D(R),
sont des opérateurs non bornés de L*(R). Ces opérateurs ne sont pas fer-
més car D(R) n’est pas complet muni de la norme (A.8).

3. Nous notons par (? I’ensemble des suite de carré sommable

2 = {(un) cRY: Zui < oo} (A.9)
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Soit (B )nen une suite qui vérifie

lim £, =+o0 (A.10)
n—-+00
L’opérateur, de domaine
+o0
2= {(un) €r:Y pud < +oo},
n=0
défini par
(un) = (Bntin) (A.11)

est un opérateur linéaire non borné fermé de (>.

4. Considéré sur I’ensemble des suites presque nulles
D = {(un)eRN:3N>O Vn > N un:(J} (A.12)

Popérateur (uy)nen — (Bntin)nen est un opérateur linéaire non borné de
(2. Cet opérateur n’est pas fermé car D n’est pas complet pour la norme

+oo

lule = ([ D_(1+52) ul (A.13)

n=1

Définition A.7 Soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire non borné
injectif. L’inverse A~' : R(A) C H — H de A est l’opérateur qui associe a
u’ € R(A) l'unique u € D(A) qui vérifie

Au =1 (A.14)
Proposition A.8 Soit A : D(A) C H — H’ est un opérateur linéaire fermé

non borné injectif d’image R(A). Son inverse A~' : R(A) C H' — H est un
opérateur linéaire non borné fermé.

Preuve. On remarque que G(A™!) = i(G(A)) avec i I’application continue in-
versible.
i:HxH —H xH (uu)— (U, u) (A.15)

Le graphe de A étant fermé, il en est de méme pour celui de A~L.

Définition A.9 Soient A : D(A) : H — H et B : D(B) : H — H’ deux
opérateurs linéaires non bornés. L’opérateur A + B, de domaine de définition
D(A + B) = D(A) N D(B), est défini par :

(A+B)u= Au + Bu Vue D(A+B). (A.16)
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Proposition A.10 Si A : D(A) : H — H’ est fermé et B : H — H' est borné
alors A + B est fermé.

Preuve. On remarque tout d’abord que D(A + B) = D(A). Soit u,, € D(A) qui
vérifie

JueHJveH u, u et (A + B)u, o (A.17)
Comme B est continue, on a
Bu, —— Bu. (A.18)
Il suit que
JueHJveH u, oy et A, A W~ Bu. (A.19)
Comme A est fermé, on a
ue D(A) et Au=u —Bu. (A.20)
C’est a dire
ue DAA+B) et (A+Blu=u" (A.21)

I1 suit que A + B est fermé.

Remarque A.11 Si A et B sont des opérateurs non bornés fermés. L’ opérateur
A+ B ne sont pas nécessairement fermés. En effet Soient A : H'(R) C L?*(R) —
L*(R) et B: H'(R) C L*(R) — L?*(R) définis par

du du
Au=— Bu=— A.22
u i +u et u . ( )
L'opérateur A + B : H'(R) C L*(R) — L*(R)
(A+Bu=u (A.23)

n’est pas fermé car H'(R) n’est pas fermé pour la norme ||ul| 12y + [Ju]| 12(r)-

A.2 Les opérateurs maximaux monotones

Dans la derniére section, nous nous sommes intéressés aux opérateurs non
bornés. Nous nous intéressons ici plus particulierement a une classe plus petite
d’opérateurs qui interviennent dans le théoreme de Hille-Yoshida.

Dans cette section H désigne un espace de Hilbert.
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Définition A.12 Soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire non borné.
(i) L’opérateur A est monotone ssi (Au,u)y > 0 pour tout u € D(A).

(ii) L’opérateur A est maximal ssi pour tout f € H il existe u € D(A) tel que
Au+u=Hf.

Proposition A.13 Si A est maximal monotone alors son domaine est dense dans

H.

Preuve. Soit f € H orthogonal a tous les éléments de D(A). Montrons que f est
nul. Comme A est maximal, il existe u € D(A) qui vérifie u + Au = f. Comme
(f,u)y =0,0na (u,u)y+ (Au,u)y = 0. Comme A est monotone (Au, u)y > 0, il
suit que (u,u)y = puis u = 0 et par conséquent f = 0.

Proposition A.14 Si A est monotone alors I'opérateur I + AA avec X > ( est
injectif.
Preuve. Pour tout u € ker(/ + AA), on a

u+ M u=0 <= (Au+Au,u)y=0 <= (u,u)y+ A(Au,u)y =0.
Ces deux termes étant positifs, il suit (u, u)y et donc u = 0.

Proposition A.15 Si A est monotone, on a les équivalences suivantes

R(I+A)=H <<= R{+M)=Hpourun >0
(A24)

<= R(I+ MA) = H pour tout A\ > 0.
Preuve. Il suffit de montrer que si R(/+\oA) = Havec Ay > 0 alors R(/+AA) =
H pour tout A €]0, 2)¢[.

Il nous faut trouver u qui vérifie Au + A\u = f ou de maniere équivalente
u-+ )\0AU + (/\ — )\0)AU =f<—=u+ )\0AU =f— (/\ — )\0)AU (AZS)
C’est a dire
A—XNo

0

A— A
(I + )\OA> ut = 0, (A.26)
0

D’apres la proposition A.14, I’opérateur A+ A\ I est bijectif. On obtient I’équation
de point fixe

u+ MAu = f —

A—Xo

A=A
u=F(u):= u + (1 + NA)If — 0

(I+XA) 'y (A27)
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qui admet une unique solution si /' est contractante. Il nous suffit donc de montrer

que
A— XN

0

Jlu— (I + XoA) tully < al|ulln (A.28)

Ja <1 ‘

Soit f = (I + XMA)luetg =u—f.Ona
FrMAF=u —  (Fn+AAfDn = (uu.  (A29)

Comme A est monotone, il suit

(f, F)n < (u, f)n (A.30)
D’autre part, on a
lu—fllf = F—u,f—uwn = (uu)y—2(u, )y + (f,u. (A.31)
D’apres (A.30), on a
lu—flIE < (wun—(EHn < (wun = [lufn. (A.32)
I1 suit par inégalité triangulare
Ju— (2 +XA) " ullw = flu—flln < flulln (A33)
Comme 0 < A < 2)g,0on a
A XOAO <1 (A.34)

Lapplication F' est donc contractante.

Corollaire A.16 Si A est maximal monotone alors, pour tout X > 0, I + \A est
bijectif de D(A) vers H .

Preuve. L’injectivité et la surjectivité proviennent des propositions A.14 et A.15.

Proposition A.17 Si A est maximal monotone et A > 0 alors (I + \A)™' : H —
H est borné et

(T 4+ AA) ey < 1. (A.35)
Preuve. Il nous suffit de montrer 1’inégalité (A.35). Pour tout f € Hetu = (1 +
AA)71f ona
[ullfy < (u,u)n + AMAU, w)n = (F,u)u < [Ifllullulln (A.36)
11 suit

12+ AA) [ = [lullu < [Iflln- (A.37)
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Proposition A.18 Si A est maximal et monotone alors A est fermé.

Preuve. D’apres la proposition A.17, (I + A)~! est borné. Son inverse I + A est
donc fermé d’apres la proposition A.8. Il en est donc de méme pour A = (I +A)~!
d’apres la proposition A.10.

Exemple A.19 L’opérateur suivant est maximal monotone

H2R) C IAR) — IX(R)

(A.38)
&
dx?

u ——
Cet opérateur est monotone car par intégration par partie on a

2
(_ %’U>L2(R) - (%’%)L%R)' (A.39)

Montrons maintenant que A est maximal. Soit f € L*(R). D’apres le théoreme
de Lax-Milgram, il existe u € H'(R) qui vérifie pour tout v € H'(R)

(Z_;’ %)H(R) + (u, V) 2w (f’ V) L2®) (A.40)

En prenant v € D(R), il suit que u vérifie au sens des distributions

d?u
‘—3554—U = f. U&41)
) d?u ) )
Par conséquent, on a — = —f +u € L*(R) et donc u € H*(R). On conclut

dx?

donc a la maximalité.

Exemple A.20 L’opérateur suivant est maximal monotone

H3([0, L]) € L*([0, L)) — L*([0, L))
(A.42)

u — —u”

avec

H3([0,L)) = {u € H*([0,L]) : u(0) = u(L) = 0} (A.43)
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La monotone suit d’une intégration par partie :

d*u du du
- > H2(]0,L]). (A.44
( >L2([07L]) ( )L2([0,L]) > 0 Vue Hp([0,L]) ( )

T de?” dz’ dx

D’apres le théoréme de Lax-Milgram, il existe u € HJ(R) qui vérifie pour tout
v € H;([0, L])

du dv
du v , = (f.v) _ A45
(d:v dSB)L2([0,L])+ (u V>L2([O,L]) < Y L2([0,L]) ( )

En prenant v € D(]0, L|), il suit que u vérifie au sens des distributions

d?u
—@ +u = f. (A46)
) d?u ) )
Par conséquent, on a i —f +u € L*([0, L]) et donc u € H} ([0, L]). On
x

conclut donc a la maximalité.

Exemple A.21 On démontre de maniére analogue que l’opérateur suivant est
maximal monotone

HE ([0, L]) € L([0, L) — L*([0, L)

(A.47)
u — —u”
avec
H3([0, L]) = {u € H*([0, L]) : u'(0) = u'(L) = 0}. (A.48)
Exemple A.22 L’opérateur suivant n’est pas monotone
m*([0,L]) ¢ L*([0,L]) — L*([0, L])
(A.49)
u — —u”
Soit u(x) = z*
d*u L
- — = — [ 22°d 0 A.50
( d:pQ’u>L2(R) /O rar s ( )
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Exemple A.23 Soit
H3([0,L])) = {uc H*([0,L]) : u(0) = u(L) =0 et u'(0) = u'(L) =0} (A.51)
Montrer que ’opérateur suivant n’est pas maximal
3 ([0, L]) € L*([0, L]) — L*([0,L])

(A.52)

u — —u”’

L’opérateur u + —327‘; + u est bijectif de H3([0, L]) vers L*([0, L]). Comme
HZ([0, L)) est strictement inclus dans H% ([0, L]), I'image de I’opérateur v +
— Ly 1 U de domaine HZ([0, L)) est strictement inclus dans L*([0, L)).

A.3 Continuité, Dérivation dans les espaces de Ba-
nach et intégration dans les espace de Hilbert

A.3.1 Notion de continuité dans un espace de Banach

Soit f : I — V une application allant d’un intervalle I C R vers V un espace
de Banach

I =[a,b] ou]a,b]ou [a,b]ou]a,b] avec RU{—00} 2 a <b e RU{+o0}

(A.53)
On dit que f est continue en t € [ si
1inéf(t +¢) =f(t) dans V (A.54)
E—r
C’est a dire
lin(1)||f(t+e) —f(t)|lv = 0. (A.55)
e—
On note alors I’ensemble des fonctions continues sur  a valeur dans V
CO(I, V) (A.56)

Remarque A.24 Bien entendu, un espace de Hilbert est un espace de Banach.
Rappelons aussi que I’ensemble des applications linéaires entre deux espace de
Hilbert est aussi un espace de Banach.
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Exemple 1. Soit H un espace de Hilbert. Soit A un opérateur linéaire borné. On
note B : R — L(H), avec £(H) ’ensemble des applications allant de H vers H,
défini par

+00 —1)"Angn
B(t) = Z% (A.57)
n=0 ’

Il suit a ’aide de I’inégalité triangulaire que

o Al 12"
IB(t)llewy = exp(—At) < Y ——F—

n=0

nl = exp([|Allzelt])  (A.58)

ol I’espace £(H) a été muni de la norme d’opérateur

Av
1A 2y [Avil (A.59)
ver V[
D’autre part, comme B(t + s) = B(¢)B(s) il suit
B(t+¢)—B(t) = B(t)(B(a) - 1) (A.60)
Il suit que
1B +¢) = B@)lleey < [BEO)canlB(E) = Ilee (A.61)
Par inégalité triangulaire, on a
”A” ||AH£
IBE)~Tllew = | Z < Z = exp(||Alllel)-
(A.62)

On déduit que
IB(t+2) ~Bllcoy < (exp(Alle) ~ 1) exp(A ) =30 (A63)

L’ opérateur B(t) est donc de classe C°(R, L(H)).

Exemple 2. Multiplication par un opérateur borné a faire

A.3.2 Notion de dérivation dans un espace de Banach

A.3.3 Intégration dans un espace de Hilbert

Nous ne cherchons pas ici a définir une intégrale générale de fonctions a va-
leurs dans un espace de Hilbert. Pour le cas général, on pourra se référer aux
ouvrages portant sur 1’intégrale de Bochner.
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Une des méthodes particulierement simple pour définir I’intégrale d’une fonc-
tion a valeur dans un espace de Hilbert est basé sur le théoreme de Riesz.

Considérons une fonction f € C°(I,H) avec I = [a,b], a < b, un intervalle de
R. On définit ¢f = [, f(t)dt comme I'unique élément de H qui vérifie pour tout
veH

(o) = / (F(1), V)t (A64)

1

Lemme A.25 L’application v — [,(f(t),v)n est une forme linéaire continue

preuve.

A.4 DL’alternative de Fredholm

Soit H un espace de Hilbert et K : H — H un opérateur compact. Soit
S : H — H T’opérateur linéaire u — u + Ku.

L’ objet de cette section est de démontrer le théoreme suivant
Théoreme A.26 L’opérateur S est injectif si et seulement si il est surjectif.

Nous allons ici seulement démontrer que 1’injectivité implique la surjectivité, car
cela sera le seul résultat utilisé par la suite. La réciproque nécessite un petit déve-
loppement sur les opérateurs adjoints.

Proposition A.27 Si S = I + K est injectif alors S est un opérateur a image
fermé

Démonstration :

Soit u,, une suite de H tel que v,, = Su, converge vers v dans H.
Up = U, + Ku, (A.65)

Montrons que u,, est borné. On raisonne par 1’absurde. Supposons que 1’on peut
extraire de u,, une sous-suite u,,, qui vérifie

lim ||ug,| = +oo. (A.66)

n——+oo

Considérons la suite @,, = u,, /||ue, || qui vérifie

Unp,

]| = 1 et @y + Kl = —.
[l

(A.67)
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On peut extraire de w,, une sous-suite u,,, qui converge faiblement vers u et tel que
Uy, + Ku,, converge fortement vers 0. Comme K est compact Ku,, converge
fortement vers Ku. Ainsi, t,, = U,, + Ku,, — Ku,, converge fortement vers
— K. Par unicité de la limite faible, on a u + Ku = 0. Il suit que u = 0. Impos-
sible car 1u,,, est de norme 1 et ne peut pas converger fortement vers 0. Ceci est
impossible.

Montrons que u,, converge vers u € H et concluons. Comme wu,, est borné. On
peut extraire une sous suite u,,, faiblement convergente vers © € H. Comme K
est compact, Ku,, converge fortement vers Ku. ainsi u, = u, + Ku, — Ku,
converge fortement et donc faiblement vers v — K u. Par unicité de la limite faible,
il suit que ©u = v — Ku. C’est a dire v = u + Kwu et par conséquent que v est dans
I’image de S. |

Dans la suite nous notons R,, 'image de S™, c’est a dire le sous espace vectoriel
de H
R, = { F = S™u withu € H} (A.68)

Proposition A.28 Si S = I + K est injectif alors
— soit S est surjectif
— soit la suite de sous-ensemble R, est strictement décroissante (R,,.1 C R,

and Rn+1 7é Rn)
Démonstration :

Pour tout f € R,,1,il existe v € H tel que f = S""lo = S"yavec y = Sx. 1l
suit que f € R,,. Ainsi, R,,,1 C R,,.

Pour conclure, il nous suffit de montrer que si .S n’est pas surjectif alors R, #
R,,. Nous raisonnons par 1’absurde et supposons que 1,11 = R, Comme S n’est
pas surjectif, on a R; # H. Par conséquent, il existe © € H \ R;. Le vecteur
y = S™x estdans R,,. Comme R, = R, 1, c’est aussi un élément de R, ;. C’est
adire y = S"*1z avec 2 € H et par conséquent

Sty = S"z Cestadire S"(x — Sz) = 0. (A.69)

Comme S est injectif, S™ I’est aussi. Ainsi, onaz = Sz et par conséquent x € R;.
Ceci est impossible. |

Proposition A.29 Si S = [ + K est injectif alors S est surjectif.
Démonstration :

On raisonne par 1’absurde : nous supposons que S n’est pas surjectif. D’apres la
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proposition A.28, la suite R,, est strictement décroissante. Comme S” = [ + K,
avec K, un opérateur compact donné par

" n!
K, = Z C" KP avecO" = ——— (A.70)
il ’ pln—p)!

D’apres la poposition A.27, R, = R(S™) est fermé.

Il existe donc une suite z, € R, N (R,41)* tel que ||2,|| = 1. On a d’apres le
théoréme de Pythagore

lw— 2, = |w||* + ||za]|* >1 pourtout w € R, ;. (A.71)

Comme la suite z,, est borné, il existe une extraction strictement croissante o tel
que 2, converge faiblement vers z dans /. Comme K est compact, la suite K z,,,
converge fortement vers Kv dans H.

Kzy, — Kzgoy1 = (I + K)zo, — (I + K)2o, 1 + 26001 — %0 (A.72)

n

Comme (I+K)z,, € Ro,+1, ([ +K)zg,., € Ro.i11 C Rop1 €t 20, € Ro,
il suitque (1 + K)zy, — (I + K)zo,,, + 20,1 € Ro,41. D’apres (A.71), on a

||Kszn+1 - Kzan

> 1. (A.73)

Ceci est impossible car la suite K z,, est de Cauchy. |
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